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Rozwigzanie zadania M 988.

a) Jesli punkty X 1Y sa symetryczne
wzgledem prostej I3, to punkty S;, (X)
i Si, (Y) sa symetryczne wzglgdem
prostej lz2, tzn. S, (X) = Si, 0 Si; (V).
Stad Siy o Sy = Si, 0 Spy, czyli

Siy = Si; 0 Si, 051 -

b) Zalézmy, ze rozpatrywany wielokat ma
trzy osie symetrii, ktére nie przecinaja
si¢ w jednym punkcie. Osie te tworza
wtedy tréjkat, gdyby bowiem pewne
dwie z nich byly réwnolegte, to zlozenie
symetrii osiowych wzgledem tych prostych
byloby przesunigciem, ktére nie moze

by¢ symetrig ograniczonej figury jaka
jest wielokat. Niech M bedzie pewnym
punktem wewnegtrznym owego tréjkata,
X za$ — punktem wielokata, dla ktérego
odlegto$é |M X | jest maksymalna. Punkty
X i M leza po jednej stronie pewnej

z rozpatrywanych trzech osi symetrii [.
Jedli X' jest obrazem X przy symetrii
osiowej wzgledem [, to oczywiscie

X'’ jest punktem naszego wielokata

i MX’ > MX, co przeczy temu, ze

X jest punktem wielokgta maksymalnie
oddalonym od M.

Uwaga: Zauwazmy, ze teza zadania a
Yy
jest prawdziwa réwniez w przestrzeni.

Boltzmann i prawdopodobienstwo

W dziewietnastym wieku dokonal sie wielki przelom, kiedy fizycy utozsamili
cieplo z energia. Istniala bowiem teoria cieplika, zgodnie z ktéra cieplo

bylo pewna substancja przeplywajaca miedzy cialami. Ilos¢ ciepla liczono

w skadinad dzisiaj bardzo popularnych kaloriach. Liczne doswiadczenia
potwierdzaly jednak, ze mozna zamieni¢ ciepto na prace i odwrotnie.

Mniej wiecej w polowie wieku ustalono liczbowa zalezno$é¢ miedzy cieptem

i energia: 1 kaloria = 4,186 J. W koncu sformulowano zasade zachowania energii
(pierwsza zasade termodynamiki) w postaci wzoru

AU =Q+ W,

gdzie AU oznacza zmiane energii danego ciata, a Q i W to odpowiednio cieplto
dostarczone temu ciatu i praca nad nim wykonana.

Duzo wigkszy problem byt z druga zasada termodynamiki, ktéra wymagata
wprowadzenia pojecia entropii (patrz Delta 7/2001). Ta zasada postuluje
istnienie entropii S, czyli funkcji, ktora w uktadach izolowanych nigdy

nie maleje i pozostaje stata w procesach odwracalnych. Druga zasada

ma kilka sformutowan: Clausiusa, Kelvina, Plancka i innych, ale zadne z nich
nie odwotuje sie do réwnan mikroskopowych. Jest bowiem jasne, ze na poziomie
mikroskopowym wszystkie procesy sa odwracalne, a wiec co$ trzeba dodac.

W koncu w 1877 roku austriacki fizyk Ludwig Boltzmann skojarzyt entropie
termodynamiczng z prawdopodobienstwem. Zauwazyl, ze nie da si¢ okresli¢
dokladnie, w jakim stanie (mikrostanie) znajduje sie uklad, ale mozna
zalozy¢, ze wszystkie mikrostany sg réwnie prawdopodobne. W ten sposob
po raz pierwszy w fizyce pojawito sie prawdopodobienstwo. Bylo to co$

na owe czasy niebywalego. Swiat powinien przeciez zachowywaé sie w sposob
deterministyczny (stworzona pél wieku péZniej mechanika kwantowa tez jest
deterministyczna).

Boltzmann poszedt dalej w swoich rozwazaniach i zaczal zastanawiac sie,

jak pokazaé, ze entropia moze wzrastac¢. Rozwazyl prosty model rozrzedzonego
gazu doskonalego i napisal réownanie ewolucji na prawdopodobienstwo
znalezienia czasteczki o danej predkosci w ustalonym punkcie przestrzeni.
Potrzebowal jednak istotnego zalozenia o tym, ze czasteczki poruszaja sie
niezaleznie (nie ma miedzy nimi korelacji statystycznych). Nastepcy
Boltzmanna rozwineli ten pomyst i nazwali go zasada maksymalizacji
entropii. Oznacza to, ze w ukladzie fizycznym wyrézniamy pewne

wielkosci, ktore mozemy mierzy¢. Moze to by¢ energia, liczba czastek,

pewne korelacje itp. W jednym kroku czasowym najpierw zmieniamy

rozklad prawdopodobienistwa zgodnie z mikroskopowymi réwnaniami ruchu
(réwnaniem Liouville’a lub réwnaniem von Neumanna), a nastepnie zmieniamy
rozklad prawdopodobienstwa tak, aby przy ustalonych $rednich wartosciach
naszych wyréznionych wielkosci entropia byla najwieksza. Wtedy wszelkie
korelacje sa najmniejsze, a entropia musi wzrastac.

Pomyst Boltzmanna doprowadzit jednak do wielkiej ktétni miedzy fizykami,
ktérym nie podobaly sie argumenty statystyczne prowadzace do drugiej

zasady termodynamiki. Podstawowy zarzut dotyczyl niemoznosci uzyskania
rownania nieodwracalnego z odwracalnych réwnan mikroskopowych.

Trzeba jednak pamietaé, ze zasada maksymalizacji entropii jest subiektywna
(nie opisuje stanu faktycznego, ale stan naszej wiedzy), a kierunek upltywu czasu
takze zalezy od czlowieka (proces myslenia jest mozliwy dzieki zasadzie
wzrostu entropii). Krytycy Boltzmanna uwazali tez, ze kazdy uklad fizyczny
powraca po jakims czasie do mikrostanu poczatkowego. Jest to prawda,

tyle ze dla litra wody sredni czas powrotu przekroczylby o wiele rzedow
wielkosci wiek Wszechswiata. Tak samo zasada rownych prawdopodobienstw
mikrostanéw w stanie réwnowagowym byla krytykowana za brak solidnej
argumentacji. Boltzmann twierdzil, ze uklad fizyczny przechodzi dowolnie
blisko kazdego dozwolonego (odpowiadajacego ustalonej energii) mikrostanu.
Tym razem sie mylil, bo nawet jesli to prawda, to czas potrzebny do obejscia
wszystkich mikrostanow jest rzedu czasu powrotu. Dzi§ wiadomo, ze nie trzeba
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Rozwigzanie zadania M 989.

Jak wynika z zadania 988b) wszystkie
osie symetrii przechodzg przez jeden
punkt O. Jedli Iy i lo sg osiami symetrii
W, to, jak wynika z zadania 988a),

I3 = Si; (I2) réwniez nig jest. Wybierzmy
jedng z osi symetrii [. Pozostate osie
mozna rozbié¢ na pary osi symetrycznych
wzgledem [. Prosta I’ prostopadla do I

i przechodzgca przez O musi by¢ osig
symetrii W, w przeciwnym bowiem razie
liczba osi symetrii bytaby nieparzysta.
Zlozenie S;s o S; jest symetrig wzgledem
O i przeprowadza W na siebie. Wynika
stad, ze O jest srodkiem symetrii W.

-]

Rozwigzanie zadania M 990.
Wybierzmy jedna z osi symetrii [
rozpatrywanej bryty. Pokazemy,

ze pozostale osie mozna polaczyé

w pary, z czego bedzie wynikacé teza
zadania. Jesli I’ jest osia symetrii,

ktéra nie przecina ! lub nie jest do niej
prostopadla, to prosta I’ taczymy w pare
z prosta symetryczna do I’ wzgledem [
(jest ona osig symetrii na mocy tezy
zadania 988a) — patrz uwaga). Jesli zas
o$ I’ jest prostopadla do I i przecina ja
w pewnym punkcie O, to laczymy ja

w pare z prosta I'/, ktéra jest prostopadta
do il i przechodzi przez O (jest ona
osia symetrii, bowiem jak nietrudno
dowiesé Sy = Sy 0 Sp). Jak wiec widad,
rozbicie na pary zbioru wszystkich osi
symetrii oprécz [ jest mozliwe, z czego
wynika teza zadania.

tu analizowaé ewolucji poszczegdlnych mikrostanéw, ale mozna skorzystac
z zasady maksymalizacji entropii.

Warto pamietaé, ze druga zasada termodynamiki czy tez zasada
maksymalizacji entropii jest fundamentalnym prawem przyrody i nie mozna
jej wyprowadzié¢ z bardziej podstawowych praw, lecz tylko potwierdzac
do$wiadczalnie. Dlatego Boltzmann w istocie przyczynil sie do powstania
nowego prawa fizyki.

Do dzisiaj idea Boltzmanna nie jest w pelni doceniana przez fizykéw,
ktérym bardzo trudno przestawi¢ sie z mys$lenia ,to jest moj uklad fizyczny”
na ,,to jest moja informacja o ukladzie”. Sprawe komplikuje dodatkowo
statystyczna interpretacja mechaniki kwantowej, ktéra nie ma nic wspélnego

ze statystyka w sensie Boltzmanna.
Adam BEDNORZ

Chaos

Suma przesadéw nabytych w dziecinstwie podpowiada, ze ruch zawsze

jest dos$é prosty, choé¢by nawet wygladal na skomplikowany. Rzeczywiscie,

nie wydaje sie zbyt pogmatwany ruch upuszczonego kamienia, ruch wahadta

czy wystrzelonego pocisku, a pozornie chaotyczny ruch planet nad naszymi
glowami tez daje si¢ prosto wytlumaczy¢ jako natozenie kilku ruchéw
periodycznych o réznych okresach (nazywa sie taki ruch quasi—periodycznym).
Oczywiscie, kto$ zlosliwy moglby zapytacé: a co z opisaniem ruchu czasteczek

w szklance wody? Czy to tez taki prosty ruch? Ale my mogliby$my wzruszy¢
ramionami i odpowiedzieé, ze ruch ten jest skomplikowany tylko dlatego,

ze czasteczek jest tak duzo, iz nawet nie potrafimy ich efektywnie ponumerowad,
a co dopiero obliczaé ich trajektorie. Problem nie tkwi wiec w charakterze ruchu,
lecz w liczbie skltadnikow uktadu.

Odkrycie chaosu dokonalto sie wtedy, gdy zrozumiano, ze nawet

w bardzo prostych uktadach zlozonych z niewielu czastek mozemy spotkaé sie

z ruchem praktycznie nieprzewidywalnym, w ktérym drobne zmiany
poczatkowego potozenia powoduja olbrzymie zmiany w ewolucji catego

uktadu, a czastki poruszaja si¢ po niezwykle zagmatwanych trajektoriach, nie
daza do zadnego stanu stacjonarnego ani nie poruszaja sie ruchem periodycznym
czy tez quasi—periodycznym. Niektérzy podejrzewaja, ze w polowie XIX wieku
J.C. Maxwell wiedzial juz, ze tego typu ,,dziwny ruch” charakteryzuje dwie
zderzajace sie czasteczki gazu umieszczone w pudetku. Podobnie dziwny ruch

o niezwykle skomplikowanych trajektoriach odkryt pod koniec XIX stulecia

H. Poincaré badajac ruch trzech cial oddzialujacych na siebie sila grawitacji.
Pézniej odkrywali chaos nie tylko matematycy, ale nawet zolnierze w okopach,
cho¢ ci ostatni pewnie nie do konca zdawali sobie z tego sprawe. Nieraz
przeklinali bowiem wzmacniacze radiowe i ich producentéw, nie wiedzac,

ze problem tkwil w samym réwnaniu, ktére opisuje sygnal wyjsciowy
wzmacniacza, gdy na wejsciu jest czysty sinus. Jak odkryli potem M. Cartwright
i J. Littlewood, przy duzych mocach rozwiazania wspomnianego rownania staja
sie¢ wlasnie nieperiodyczne, chaotyczne. Wreszcie, pod koniec lat szeéédziesiatych
XX wieku E. Lorenz odkryl, ze rozwiazania pewnego bardzo prostego uktadu
rownan rézniczkowych, wykorzystywanego w meteorologii, sa bardzo wrazliwe
na drobne zmiany warunkow poczatkowych. Okazalo sie¢ bowiem, ze wystarczy
zmieni¢ cyfre choéby na széstym miejscu po przecinku w okresleniu stanu
poczatkowego, a uklad bedzie ewoluowal zupelnie odmiennie. Odkryciem

E. Lorenza nikt si¢ jednak nie interesowal, bo opublikowal je w piSmie
meteorologicznym, a jaki matematyk czyta takie pisma? Wyjatkowy raczej.

W koncu jednak wraz z upowszechnieniem komputeréw ogladanie wykresow
rozwigzan prostych ukladow réwnan stato sie zajeciem powszednim i nagle
zrozumiano, ze ruch chaotyczny wcale nie jest wyjatkiem, lecz raczej regula.

Kto zatem ,wymys$lil chaos”? Kto pierwszy zdal sobie sprawe z jego istnienia
i powszechnosci? Trudno jednoznacznie odpowiedzie¢. W konicu juz starozytni

Grecy twierdzili, ze byl on na poczatku. ..
w. S.



