Wigcej informacji o funkcji zeta
Riemanna i zwigzanej z nig hipotezie
Riemanna (ktéra jest jednym

z najstynniejszych nierozwigzanych
probleméw w calej matematyce)
mozna znalezé¢ w dwoéch artykutach
Romana Dwilewicza i Jana Minaca
w Delcie 9/1997 i 11/1997.

Liczbom zespolonym pos$wigcona byta
Delta 10/2000.
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Funkcja zeta Riemanna, zdefiniowana dla liczb s > 1 wzorem
) 1

1) =3

przyjmuje w punkcie s = 2 wartosé %2; wiedzial o tym juz Euler 250 lat temu.

Wiedzial (choé¢ nazwy zeta Riemanna nie uzywal) znacznie wiecej: wykazal
mianowicie, ze dla kazdej liczby parzystej dodatniej s = 2k liczba ((s) jest

wymierna wielokrotnoscig 7%, i znalazl niezbyt skomplikowany przepis

na wspotezynnik owej wielokrotnosci. Dzigki temu potrafimy dzis podaé cala
serie wzoréw na ((2k): np. ¢(6) = >0, L = 315> &, dajmy na to,

n=1 nb

n30  5660878804669082674070015625

1 6892673020804 730
¢(30)=>"

Sumowania szeregu (1) dla parzystych s uczy sie dzi§ studentéw. Mozna to
robié¢ réznymi sposobami i z réznej okazji; na ogél wykorzystuje sie w tym celu
szeregi Fouriera lub teorie funkcji analitycznych i twierdzenie o residuach. Zaleta
jest taka, ze za kazdym razem otrzymuje sie ogblng metode sumowania wielu
szeregdw, wada taka, ze troche sie trzeba nameczyc¢.

W drugim wydaniu ksiazki Proofs from the Book Martina Aignera i Giinthera
Zieglera mozna znalez¢ jeszeze inny dowdd réwnosei ¢(2) = 007 | n—12 = %2,
krotki, blyskotliwy, zupelnie elementarny, obarczony moze jedna wada:

nie widaé, jak z tej samej sztuczki wycisna¢ wzér na ((2k) dla naturalnych

k > 1. (Tzn. piszacy te stowa nie widzi — by¢ moze Czytelnicy Delty zobacza.)

Oto 6w dowdd, ku pokrzepieniu serc w czasach, gdy coraz trudniej szukaé rzeczy
pewnych i pigknych poza matematyka.

Ustalmy liczbe¢ naturalng k i niech z; = jn/(2k+1) dlaj=1,... k.
Poshuzymy sie dwiema tozsamosciami:

k
thg = 2k (2k 1)’ Z k(2k 1) _ 2k(2/€+2)_
6 = sin® ac] 6 6

Druga z nich natychmiast wynika z pierwszej: wszak 1/ sinz =1+ ctg? x,
wiec dodajac jedynke do kazdego sktadnika pierwszej sumy, zamienimy
kwadraty kotangenséw na odwrotnosci kwadratow sinuséw, a cala suma
zwiekszy sie wlasnie o k. Pierwsza tozsamo$¢ wynika natomiast ze wzoru
de Moivre’a cosnx + isinnz = (cosz + isinx)™. Jak? To proste. Kto chee,
niech sam sie przekona, a potem wroci do tekstu, na poczatek nastepnej strony;
dla pozostalych zamieszczamy szczegdly.

Trzeba rozwinaé WyraZ()nie (cosz +isinx)", stosujac dwumian Newtona
(i pamietajac, ze i2 = —1), a nastepnie poréwnaé czedci urojone obu stron
wzoru de Moivre’a i podzieli¢ otrzymana rownos¢ przez sin” x. Da to wynik
sinnx n . n .
= ctg" lx — ctg" B+ (x #0, £, £27,...).
sin” x 1 3
Teraz za$ nalezy wzia¢ n = 2k + 1 i podstawi¢ x; w miejsce x. Lewa strona
zniknie, gdyz nx; = jm, a zatem

2% + 1 , % + 1 ,
0( 1+ >Ctg2kw]~( ; >Ctg2k2l‘ji"' dla .jzl,-..,k.
Wicomian V(0= ()¢ — (1)1 &+ (14 (7). e

k pierwiastkéw: sg nimi liczby t; = ctg? xj, gdzie j =1,... k.
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Jesli XAOB=210A=0C=1,

to CD =sinz i AB = tgz. Ponadto,
AOAC ma pole réwne %sin xz,
AOAB — pole réwne % tg x. Wycinek
kola oparty na tuku AC ma pole 3z,
a wige sinz < x < tgz dlaz € (0, §).

Rozwigzanie zadania M 985.
Zalézmy, ze pierwsze 0 liczac od korica
(tzn. od cyfry jednosci) w liczbie 5™
na k-tym miejscu (k > 0). Dodajac do 5"
liczbe 5™
z ostatnich k cyfr powstalej sumy nie jest
réwna 0. Postepujac dalej w ten sposéb
skonstruujemy liczbe, ktérej ostatnich

n cyfr jest réznych od 0. Odrzucajac
teraz wszystkie cyfry oprécz ostatnich n,
otrzymamy szukang liczbe.

Rozwigzanie zadania M 986.
Najpierw wykazemy, ze dla dowolnego

stoi

S10kt sprawimy, ze zadna

k € N istnieje nieskonczenie

wiele liczb m € N spetniajacych
warunek 27|(5™ — 1). Wéréd liczb
50,51, 52,53 ..., 521C istnieja dwie 5P
i 57 (p > q), ktére daja te sama reszte
przy dzieleniu przez 2k, Wtedy ich
réznica 57 — 59 = 59(5P71 — 1) jest
podzielna przez 2%, czyli dowolna liczba
postaci 5"(P~9 — 1 (r € N) jest podzielna
przez 2k,

Dla kazdego m, dla ktérego Qk\(5"" —-1)
zachodzi 107 |(5™ Tk — 5%) tzn.

ostatnie k cyfr w liczbach 5™TF i 5

sg takie same. Niech k bedzie takie, ze

2 > 102000, Wtedy 5% = 100 < 10772001
wiec 58 ma nie wiecej niz k — 2001

cyfr. Stad i z faktu, ze ostatnie k cyfr

w liczbach 5™F* i 5% s takie same
wynika, ze wszystkie cyfry od miejsca
k — 2000 do k (jest ich 2001 i stoja
kolejno) w liczbie 5™1* sg réwne 0.

Stopien tego wielomianu jest réwny k, a stad wynika, ze
2k+1
Wi(t) = ( . )(ttl) co (t— ).

Stosujac wzér Viete’a na sume pierwiastkéw, tzn. poréwnujac wspolezynniki
przy t*=1 w obu zapisach wielomianu W, otrzymamy

(%5 _ 2k(2k—1)

2k+1\ )

) 6

th+...+t =

a to jest wladnie poszukiwany wzér na sume kwadratéw cotangenséow liczb x;.

Postuzymy sie tez elementarna nieréwnoscia 0 < sinz < x < tgz, zachodzaca
dla z € (0, %). Wynika z niej, ze

1 1 1 1
O<ctge < — < ——, a wigc ctg2z<—2<T dla:cE(O,z).
x  sinz x sin® x 2

W ostatniej nieréwnoéci wstawiamy z = x;, gdzie j =1, ..., k. Otrzymujemy

k nieréwnosci, ktore dodajemy stronami, wykorzystujac wezedniejsze wzory

na sumy kwadratow odpowiednich funkcji trygonometrycznych. Oto wynik tego
postepowania:

2k(2]é— 1) - (Zk—i— 1)2 n (%)2 - (2kk—7ir—1)2 - 2k(2/2+2)

lub, po pomnozeniu stron przez 72 /(2k + 1)2,

% 2k(2k —1) _ 1 N 1 - 1 _ 2 2k(2k + 2)
6 (2k+1)2 12022 0 7T 2 6 (2k+1)2°

Teraz wystarczy zastosowaé twierdzenie o trzech ciagach; zaréwno lewa,
jak i prawa strona powyzszego wyrazenia ma dla k — oo granice 72/6, a stad

7.(.2

¢(2) = lim (i+i2+...+ 1):?

koo \12 ' 2 k2

Czytelnik zechce sam sprawdzié, ze otrzymaliSmy takze oszacowanie tempa

zbieznosci sum czesciowych szeregu nl—z; mianowicie,
w2 2 ko w2
—_— < - — < /= dla k=1,2,...
6(2k + 1)2 6 7;1 n2 4k +2 T

Na zakonczenie warto dodaé, ze o wartosciach funkcji ¢ dla liczb nieparzystych
wiekszych od 1, czyli o sumach szeregow Y oo 1/n? 1 gdzie k =1,2,.. .,
wiadomo bardzo niewiele. W roku 1978, ponad dwiescie lat po ukazaniu

sie Institutiones calculi differentialis cum ejus usu in analysi finitorum

ac doctrina serierum Leonharda Eulera, ksiazki zawierajacej m.in. wzory

na ((2k), Roger Apéry wykazal, ze ((3) jest liczba niewymierna. Jego dowdd
skladal sie z wielu iScie ekwilibrystycznych lematéw i oszacowan — i byl
pierwszq nietrywialna informacja o ktérejkolwiek z liczb ((2k + 1). Przez
kolejnych dwadziedcia lat nie stato si¢ nic. P6zna wiosna roku 2000 Tanguy
Rivoal z Uniwersytetu w Caen we Francji dowiédl, ze wéréd wszystkich liczb
C(2k + 1) jest nieskonczenie wiele liczb niewymiernych; doktadniej, liczba liczb
niewymiernych w zbiorze

{C(3),¢5),-.,C(2n + 1)}
rosnie dla n — oo przynajmniej w takim tempie, jak C'logn dla pewnej
dodatniej stalej C'. Nie wiadomo, niestety, ktdre z liczb ((2k + 1)
sa niewymierne; précz ((3) nie potrafimy wskazaé¢ zadnej.

Jak widaé, pole do popisu jest szerokie (a co za tym idzie, nielatwe). Zreszta,
nawet gdy sie ktos z wartodciami funkcji zeta w liczbach naturalnych do konca
upora, to i tak zostanie jeszcze hipoteza Riemanna. ..
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