W przypadku M = 0 liczby
2’77L 2’77L
2 +M=2
maja tylko dzielnik pierwszy p = 2.
Natomiast w przypadku M = 1 mamy
liczby postaci
om
+1,
o ktérych wiadomo, ze sa parami
wzglednie pierwsze.

2

O pewnym zadaniu Sierpinskiego
Witold BEDNAREK

W ksiazeczce Wactawa Sierpinskiego ,,250 zadan z elementarnej teorii liczb”
(Warszawa 1987, WSiP) znajduje sie nastepujace zadanie (nr 125, str. 18):

,2Dowies¢, ze wszystkie liczby
222n+1 I 3’ 224n,+1 I 7’

sa ztozone dlan =1,2,...7

10n+1 26n+2
22 2

22" 4 13, +19, +21

W podanym rozwiazaniu pokazane jest, ze kazda z rozwazanych liczb,
niezaleznie od n, jest podzielna przez dobrang liczbe pierwsza, odpowiednio:
7,11,29,23,37. Zauwazmy, ze sa to wartosci podanych wyrazen dla n = 0.

W niniejszym artykule wykazemy nastepujace
Twierdzenie. Jezeli M jest liczba catkowita rézna od 0 i 1, to istnieje liczba
pierwsza p > 2 i liczby naturalne d i e takie, ze

P22+ M dlan=0,1,2...

Najpierw udowodnimy

Lemat. Niech s bedzie nieparzysta liczba naturalna, a d — liczbg naturalna,
dla ktérej 5|29 — 1 (liczba taka zawsze istnieje). Ponadto niech

p = s-2' + 1 bedzie liczbg pierwsza, e, [ — liczbami naturalnymi e > 1 > 1,
M — liczba catkowita. Wéwczas

p|22dnJre + M = p|2¥ + M.

Dowé6d lematu. Wystarczy udowodnié, ze
|2 — 2%,

W tym celu bedziemy wielokrotnie wykorzystywaé podzielno$é a — 1|a™ — 1.
Mamy s/2¢ — 1|29" — 1, a wigc 29" — 1 = ks. Ponadto

2dn+e

p|2p—1 1= 25.21 _ 1|2ks~212671 1= 2ks~2E _ 1|22e (2ks~2E o 1) _

_ 226(ks+1) . 22e _ 22dn+e - 22e
(pierwsza podzielno$é wynika z malego twierdzenia Fermata).

Dowdbd twierdzenia. Niech M bedzie liczbag catkowita rézna od 01 1.

W Swietle naszych rozwazan, wystarczy wykazaé, ze istnieje taka liczba
naturalna e, ze dla pewnej liczby pierwszej p = s - 2 + 1, gdzie s jest nieparzyste
il < e, mamy p|226 + M. Oznaczmy M = w - 2% gdzie w jest nieparzyste

i K — calkowite nieujemne. Mozna tak dobraé e1,es € N, aby 2°2 > K

i 22" + M > 2K, Niech ey = max(eq, e5). Woéwezas dla kazdego e > ep mamy

2 4 M =27 4w 2K = 2K (2% K 1)
i czynnik w nawiasie jest liczba wigkszg od 1. Zatem dla kazdego e > eg
liczba 22° + M ma dzielnik pierwszy nieparzysty.

Zalézmy teraz wbhrew temu, co mamy udowodnié, ze dla kazdego e > eg
kazda liczba pierwsza nieparzysta dzielaca 22° + M jest postaci t - 2k + 1,
gdzie t,l. € N il. > e+ 1. Poniewaz iloczyn liczb postaci t - 2% + 1 jest liczba
tej postaci, wiec
2% 4 M =25t -2 +1)

i analogicznie

226+1 +M = 2K(u . 2le+1 4 1)’
gdzieu € Niley1 > e+ 2.
Mamy

2K (y . 2l 4 1) =22 4 M = (25 (t- 2% +1) — M)? + M.
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‘Wobec tozsamo$ci

nieparzyste).

Poniewaz [.,l.+1 > e + 1, wiec wynika stad, ze
o Fetli 9K _ A2 4 M — 25 dla kazdego e > e.

Jest to mozliwe wtedy gdy (2% — M)? + M — 2K =0, czyli

(M —25)(M — 25 +1) = 0. Jest wigc M =2K Tub w25 = M =25 — 1.

Z ostatniej réwnosci wynika, ze 2|1, skad K = 0, w = 0, co przeczy
nieparzystoéci w. Zbadamy teraz przypadek M = 2% Niech K = r -2/, gdzie r
jest liczba nieparzysta naturalna, f — liczbg calkowita nieujemna i niech liczba
pierwsza p = s - 2! + 1 (s, [ — naturalne, s — nieparzyste) bedzie dzielnikiem
liczby 22 4 1. Oczywidcie 2/ +1 < s5-20 +1 < 22’ 4 1, skad 1 < 27.

22" 1= — DY +1)¥ +1)...2""  +1)
mamy 22" 4+ 122" — 1 dlam > f + 1, a takze 22" + 1|22 4 1 (bo r jest

Zatem dla dowolnego m > f + 1 mamy
22" L 122" — 1)+ (22 4 1) = 22" + 2K,

Poniewaz p|22f + 1, wiee p|22" 4+ 2K dlam > f + 1.

Polézmy m = 2f. (Mozemy to zrobi¢, gdyz 2f > f + 1 dla kazdego f € N U {0},
co mozna wykaza¢ indukcyjnie.) Wobec tego spelniona jest podzielnosé

pI2* + M,

gdzie e = 27, M = 2% oraz spelniony jest warunek | < 2f = e. Tym samym
twierdzenie jest udowodnione.

‘Whiosek. Jezeli M # 1 jest liczba calkowita, to wsrdd liczb postaci

22" £ M (m =1,2,...) jest nieskonczenie wiele liczb zlozonych. (Twierdzenie to
wykazal A. Schinzel — zadanie nr 123, str. 18 i 68, ze wspomnianej ksiazeczki
Sierpinskiego.) Udowodnione w niniejszej pracy twierdzenie pokazuje, ze gdy

m przebiega pewien ciag arytmetyczny, liczby 22" + M sa zlozone.

Uwaga. Dla M = 1 mamy liczby Fermata F,, = 22" + 1. Liczby Fy, F», F, Fy
sa pierwsze. Wiadomo réwniez, ze liczby Fs, Fg, . .., F3o sa zlozone (i niektére

inne).
Nie wiadomo:

Czy wérod liczb Fermata jest nieskonczenie wiele liczb ztozonych?
Czy wérdd liczb Fermata jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych?

i Zadania

Redaguje tukasz WIECHECKI

M 985. Udowodnié, ze dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje liczba podzielna przez 5" i niezawierajaca 0
w swoim zapisie dziesietnym.

Rozwigzanie na str. 5

M 986. Udowodnié, ze istnieje nieskonczenie
wiele liczb postaci 5" (n € N), w ktérych zapisie
dziesietnym wystepuje 2001 zer z rzedu.
Rozwigzanie na str. 5

M 987. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby m € N istnieje
nieskoriczenie wiele liczb postaci 5 (n € N), w ktérych
zapisie dziesietnym kazda z ostatnich m cyfr ma parzystosé
rézng od parzystosci cyfr sgsiednich.

Rozwigzanie na str. 16
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Redaguje Ewa CZUCHRY

F 569. Na stole stoi duzy cylinder wypelniony woda

do wysokosci H. W odlegltosci H/2 od cylindra znajduje
sie pojemnik o szerokosci H/4 i wysokosci H/4. Na jakiej
wysokosci h od dna cylindra nalezy zrobi¢ maty otworek,
tak aby struga wody trafita do pojemnika? Wysoko$¢ wody
w cylindrze pozostaje stata.

Rozwigzanie na str. 1

F 570. Przez rure na ponizszym rysunku pompowane
jest powietrze z szybkoscig 15 litréw na minute. Przekrdj
szerszej czesci rury A wynosi

A
— B 2 cm?, wezszej jest B 0,5 cm?.
—- —-

— Zmalezé réznice poziombéw
wody w rurze C, jesli
jej przekrdj wynosi 0,5 cm?.
Gestos$é powietrza wynosi
p = 1,32 kg/m®.
Rozwigzanie na str. 7




