Klub 44
@

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2002

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 425 (WT = 3,01) i 426 (WT = 1,21)
z numeru 9/2001

Tomasz Wietecha — Tarnéw 44,68

Witold Bednarek — Lé6dz 42,67
Michatl Adamaszek — Kety 41,85
Jerzy Cisto — Wroctaw 39,87

Tomasz Wietecha juz piaty raz przekracza
prog czerdziestu czterech punktéw!

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 324 (WT = 1,72), 325 (WT = 2,62),
z numeru 10/2001

Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 41,54

Aleksander Surma — Myszkéw 38,98
Jacek Piotrowski — Razeszéw 38,90
Tomasz Wietecha — Tarnéw 31,74
Marek Wojcicki — Szczecin 28,59

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 439, 440
Redaguje Marcin E. KUCZMA

439. Rozwazamy graf skierowany o skonczonym zbiorze wierzchotkéw V.
Kazde dwa rézne punkty (wierzchotki) vy, ve € V laczy co najwyzej jedna

z dwéch zorientowanych krawedzi: v1 — vo lub vo — v1. Punkt w jest osiggalny
z punktu v, jesli startujac z v mozna dotrzeé¢ do w, idac wzdluz krawedzi grafu
zgodnie z ich orientacja. Zbiér Z C V jest docelowy, gdy spelnia warunki:

(i) z kazdego punktu v € V jest osiagalny pewien punkt z € Z;

(i) z zadnego punktu z € Z nie jest osiagalny zaden inny punkt 2’ € Z.
Udowodni¢, ze wszystkie zbiory docelowe sa rownoliczne.

440. Wyznaczy¢ najwieksza warto$é, jaka moze mie¢ suma pdl dwéch kot
bez wspolnych punktéw wewnetrznych, umieszczonych w kwadracie o boku
dhugosdci 1.

Zadanie 440 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2001

Przypominamy tresé¢ zadan:
431. Kazda z trzech grup studenckich liczy n oséb. Kazdy student jest zaprzyjazniony z co najmniej
n + 1 osobami z dwéch grup poza ta, do ktérej sam nalezy (przyjmujemy, ze relacja zaprzyjaznienia

jest symetryczna). Wykazaé, ze istnieje co najmniej jedna tréjka przyjaciél zlozona ze studentéw
z trzech réznych grup.

432. Udowodnié, ze dla = € (0; 7/3) zachodzi nieréwnosé tg(sinz) > x.

431. Niech m bedzie najwieksza liczba, dla ktoérej istnieje Poniewaz f(0) = 0, wystarczy dowiesé, ze jej pochodna

student A majacy m przyjaciét By, ...
z dwéch grup (poza jego wlasna, ktéra nazwiemy grupa
pierwsza); grupe, do ktérej naleza Bi, ...
grupg druga. Student A jest zaprzyjazniony z co najmniej 2
jednym studentem C' w grupie trzeciej (jesli jest ich wiecej,

wybieramy jednego dowolnie).

Przyjmijmy, ze student C' jest zaprzyjazniony

z k studentami z grupy pierwszej oraz

z grupy drugiej. W my$l warunku zadania, k +1 > n + 1;

a z maksymalnosci m wynika, ze k < m. Wobec tego
l>n—m+ 1. Zatem w l-osobowym gronie przyjaciot
studenta C' w grupie drugiej znajduje sie co najmniej jeden

, B w jednej rN 1
f'(z) =cosx T2

, B, nazwijmy jest w tym przedziale dodatnia.

Korzystamy z nieréwnosci cosxz > 1 — Z-:

=
2 1 22 gt
! 1 — $’_ — = >0
F@ >l - ~ a7y 2
I studentami dla = € (0;1); w szczegdlnodei f/(1) > 0.

W przedziale (1; %) funkcja # jest wypukla, wiec f’ jest
funkcja wklesta, zatem przyjmuje swa najmniejsza wartosé

w jednym z konicéw tego przedziatu. Skoro zas f'(1) > 0

sposrod studentéw Bi, ..., By,. Wraz ze studentami A i C oraz 1 o 1
tworzy on trojke, ktérej istnienie mielismy wykazaé. f (g) =3~ (1 + (g) ) >0,
432. Nalezy udowodnié, ze funkcja to
™
f(z) =sinz — arctgx f(x)y>0 dla x€<1;§>
przyjmuje w przedziale (0; ) wartosci dodatnie. i dowdd jest zakonczony.
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Termin nadsylania rozwigzan:

Rys. 1

30 VI 2002

Zadania z fizyki nr 336, 337
Redaguje Jerzy B. BROJAN

miedzy pretami a szeScianem jest réwny p = 0,27

336. Szedcian o boku a lezy na dwdch réownolegtych i znajdujacych si¢ na tej samej
wysokosci poziomych pretach odlegltych wzajemnie takze o a. W jakim zakresie
katéw « (zob. rys. 1) szeScian moze by¢ w réwnowadze, jesli wspétezynnik tarcia

337. Magnes wytwarza w przestrzeni miedzy wewnetrznym walcem (biegunem N)

a zewnetrzna powloka walcows (biegunem S) radialne pole magnetyczne (rys. 2),
ktorego indukcja w odlegtosci a od osi walca wynosi Bg; wartos¢ ta jest niezalezna

od wspétrzednej pionowej. Linie pola zamykaja sie od dotu (tzn. w zewngtrznej
powloce biegng w dél, a dalej do wewnatrz i wzdtuz wewnetrznego walca do géry).
Jesli w przestrzeni miedzy biegunami spada swobodnie pierécienn o wewnetrznym
promieniu a i zewnetrznym b oraz gruboéci d, wykonany z niemagnetycznego metalu

o gestosci p i przewodnictwie wlasciwym o, to jaka predkosé osiggnie po dlugim czasie?
Wariant nieco tatwiejszy: rozwazy¢ cienki pierécien, tzn. b niewiele wieksze od a.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/2001
Przypominamy tresé¢ zadan:

328. Trzy strzykawki (pompki) maja jednakows Srednice cylindra, ale réznia
si¢ ksztaltem tloka (patrz rysunek obok). Jesli na wszystkie tloki dzialamy
jednakowymi sitami, to w ktérej strzykawce cisnienie jest najwyzsze, a w ktérej
— najnizsze (czy tez ci$nienie jest jednakowe)?

329. Uktad optyczny (niekoniecznie pojedyncza soczewka) wytworzyl

w odlegtosci 70 cm od przedmiotu rzeczywisty obraz odwrécony, powigkszony

przesunigtego?

Rys. 2 niezmienione?

328. Zaltézmy, ze we wszystkich strzykawkach
przesunelismy ttok o ten sam odcinek Ax — zatem
wykonali$my te sama prace W = FAz. Dostarczona

w ten sposob energia moze zostaé przeksztalcona np.

w energie kinetyczna wytryskujacej cieczy (lub gazu) albo
odebrana przez naczynie poltaczone z wylotem strzykawki,
w ktérym ci$nienie jest réwne ci$nieniu w strzykawce.
Poniewaz objeto$¢ wyrzuconej cieczy AV = SAx (gdzie
S — powierzchnia przekroju cylindra) jest jednakowa, wiec
z zasady zachowania energii wnioskujemy, ze cisnienie

we wszystkich strzykawkach takze ma jednakowa wartosc.

329. Nietrudno sprawdzié, ze dla pojedynczej, cienkiej
soczewki otrzymamy sprzeczny uktad réwnan. W nastepnej
prébie wezmy pod uwage dwie identyczne cienkie soczewki
o ogniskowej f odlegte wzajemnie o d, przy czym pierwsza
z nich jest odlegta od przedmiotu o z. Stosujac rownanie

% + i = 1 do pierwszej soczewki, wyznaczamy potozenie
obrazu y1 = fx/(x — f) i jego powigkszenie p1 = y1/x =

= f/(z — f). Do réwnania drugiej soczewki podstawimy

x2 = d — y1 1 wyznaczamy potozenie obrazu (jego odleglosé
od drugiej soczewki oznaczymy po prostu y zamiast y2)
oraz powigkszenie:

_ fldf —dxz+ fx) Y

T df — f242fx —da’ T2
_ _ f?

b= = g e e —da

Y

Minus we wzorze na powickszenie wynika stad, ze dodatnie
powiekszenie przypisaliSmy obrazowi odwrdconemu,

a taki obraz powstanie, gdy jedna z soczewek da obraz
odwrodcony, a druga — prosty. Dalsze przeksztalcenia bardzo
si¢ uproszcza, jesli odpowiednio dobierajac parametry A

i I, zapiszemy zwiazek miedzy x a y w postaci
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3 razy. Gdy umieszczono przedmiot o 2 cm blizej uktadu, obraz oddalit si¢
od ukladu o 30 cm. Podaé¢ mozliwa budowe uktadu (przykladowe wartosci
parametréw soczewek i ich polozenia). Ile wynosito powiekszenie obrazu

Poza konkursem: Czy istnialoby rozwiazanie, jedli poczatkowa odlegto$é obrazu
od przedmiotu wynositaby 1 m (zamiast 70 cm), a pozostate dane bylyby

() =
r+A y+A F’
Znajdujemy
fd f?
A= F=
2f —d’ 2f —d’

a powigkszenie okazuje si¢ réwne p = (y + A)/(z + A).
Po podstawieniu p = 3 wyznaczamy z + A = (4/3)F,
y + A = 4F. Nastepnie z réwnania

1 1 1

r+A—2cm * y+A+30cm F
obliczamy F' =15 cm, x + A =20 cm, y + A = 60 cm.
Szukane powigkszenie obrazu przesunietego wymnosi
p =W+ A+30cm)/(x+ A—2cm)=>5. Jesli chcemy
ustali¢ wartosci pozostatych parametréw, A, f i d, to
skorzystajmy z danej odlegtosci poczatkowej miedzy
przedmiotem a obrazem: x + y + d = 70 cm. Proste
przeksztalcenia prowadza do wynikow
A=+y15-10 cm ~ 12,25 cm,
d=(2y/1,5—1)-10 cm = 14,49 cm,
f=0B-+15)-10 cm = 17,75 cm.

Dodajmy, ze réwnanie (x) ma wazna interpretacje
geometryczna: x + A iy + A sa odleglosciami przedmiotu
i obrazu od plaszczyzn gléwnych uktadu optycznego

(zob. np. hasto kardynalne punkty ukladu optycznego

w Encyklopedii Fizyki, PWN 1972), a F jest ogniskowa
uktadu. Réwnanie to jest stuszne dla dowolnego uktadu
soczewek; z tego wzgledu wyprowadzone z niego wnioski
(wartoéci F' i p') pozostana w mocy w najogélniejszym
przypadku — takze wtedy, gdy poczatkowa odleglosé
miedzy przedmiotem a obrazem bedzie réwna 1 m.

Przy tej wartosci jednak uktad dwoch jednakowych
soczewek skupiajacych przestaje spetnia¢ warunki zadania
(otrzymaliby$my d* < 0) i nalezy poszukaé innego.



