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O ROWNYCH SUMACH
DWOCH BIKWADRATOW

Istniejg liczby, ktére mozna przedstawi¢ w postaci sumy
dwoéch bikwadratéw (czyli czwartych poteg) na wigcej niz
jeden sposéb. Oto ,najmniejsze” rozwiazania (a, b, ¢, d)
réwnania

(44) at+vt=ct+dt

(158,59,134,133), (239,7,227,157), (292,193,257,256),
(502,271,497,298), (542,103,514,359), (631,222,558,503),

(1203,76,1176,653), (1381,878,1342,997),
(2189,1324,1997,1784), (2461,1042,2141,2026).

Oczywiscie uwzgledniamy tylko rozwigzania pierwotne, tzn.
spelniajace warunek NWD(a, b, ¢, d) = 1.
Réwnanie (44) ma nieskonczenie wiele rozwiazan
pierwotnych, mozna bowiem podaé rozwiazanie
parametryczne:
a=a%y+32°y? — 228 ® + 225 + 47,
b=a"+z°y? — 22y —32%4° + x 95,
c=a0y—32%y? — 2203 4 22y’ 44,
d=a"+2°y*> —22%y* + 322 y° + 2 ¢S.
Niestety, nie wiadomo, czy istnieja liczby reprezentowane
w postaci sumy dwéch bikwadratéw na wiecej niz dwa
sposoby. Na otarcie tez podajemy dwa przyktady trzech
rownych réznic bikwadratow:
264047* — 1169* = 265076" — 93436 = 335084" — 296668",
401168 — 17228" = 415137* — 248289" =

= 421296" — 273588".

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (29)

Wyjasnienie oszustwa (29):

Usterka drobna: pamietaj kolego, nie dziel przez zero.
Takie dzielenie potencjalnie wystepuje w dowodzie
nieréwnosci Cauchy’ego, gdy A =0 lub B = 0. Jedli jednak
A =0, to an = 0 dla wszystkich n i nieréwnosé przyjmuje
posta¢ 0 < 0. Drobiazg, ale taka uwaga w porzadnym
dowodzie znalez¢ sie powinna. Identycznie w przypadku
B=0.

Podobnie w dowodzie nieréwnosci Minkowskiego dzielimy
przez Zzozl(an + b,)?2, co moze byé zerem, ale wowczas
dowodzona nieréwno$é przyjmuje postac

0< />0 an+ /> b7,
n=1 n=1

jest wiec oczywiscie prawdziwa.
Drobne niedoméwienie.
. oo ’1:
Zapis ) > cn ma zawsze sens, gdy ¢, > 0. Jesli szereg
jest rozbiezny, to jest rozbiezny do nieskonczonosci, wiec
. . ’ Zw _ + J d k .
mozna z sensem napisa¢ ) ¢, = +o0. Jednak szeregi,
ktore moga mie¢ takze wyrazy ujemne, nie musza by¢ ani
zbiezne, ani rozbiezne do +oo lub —oco. Tak wiec napis
oo . 2 s . 5
anl anbn, w nieréwnosci Cauchy’ego wymaga pewnego
wyttumaczenia. Mozna to uczynié¢ na dwa sposoby.

Sposdb I

Zaktadamy w nieréwnoéci Cauchy’ego, ze a, > 01 b, > 0.
Nieréwnos$¢ Minkowskiego dowodzimy najpierw dla a, > 0
i b, > 0, a nastepnie dla dowolnych a,, b, piszemy

5 (an +b)2 < | 3 (lan] + [ba])? <

n=1 n=1 =
<o/ ah+ b
n=1 n=1
Sposob 11

Dowodzimy nieréwnosé Cauchy’ego najpierw dla
an,bn > 0, a nastepnie stwierdzamy, ze przy dowolnych
an, by, z nieréwnosci

22 lanbn| <y [ 30 ak - [ 30 bR
n=1 n=1 n=1

. .o . e o0 7 .
wynika zbieznosé szeregu > > | |anbn|, ktéra pociaga
zbieznodé¢ szeregu > o . anb

n=1 nYn:

Nie zaszkodzitoby tez nadaé sformutowaniu lematu
nastepujacej, precyzyjniejszej tresci:

Dla dowolnych ciagéw liczb rzeczywistych (an), (bn),
dla ktérych sumy Z:;l a? i ZZO:1 b2 sq skonczone,

%) " .. . e e, 22
szereg > | anby jest zbiezny i zachodzi nieréwnosé

Zanbn§1/2a%«112b%.
n=1 n=1 n=1

Usterka najpowazniejsza.

W dowodzie nieréwnosci Minkowskiego wykonujemy
dzielenie przez Z:Lozl(an + bn)?, nie wiedzac nawet, czy
ta suma jest skonczonal!ll Wida¢ dwa sposoby naprawienia
tego bledu.

Sposdb I
Poczatkowo wszystkie sumy zastepujemy sumami
skonczonymi Zg:r Otrzymujemy woéwczas

N N N
S(an +b02)2 < ([ S a2 44 b2 <
n=1 n=1 n=1

<D a4y > bR
n=1 n=1

dla dowolnego N, skad po przejsciu z N do nieskoncznosci

S (an + b)? < \/z aa+\/z .
n=1 n=1 n=1

Sposob I1

Na poczatku dowodu nieréwnosci Minkowskiego
dowodzimy skoniczonosci sumy Zzozl(an + bn)2. Poniewaz
nie zalezy nam na dokladnosci oszacowan, szacujemy dosé
grubo, np. tak:

S (an +50)2 < S (Jan| + ba])? <

n=1 =1
< 22 (2 max(lanl, [bn])* < 37 (2lan])® + (2[bn])* =
n=1 n=1
=4- 3 (af +b7) < +oo.

n=1
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