Twierdzenie 2. Niech W bedzie wielomianem,
takim Ze dla pewnego xg € R zachodzi réwnosé
W (xzo) = xg. Niech f: R — R bedzie funkcjg
ciggla o wlasnosci f(x) = f(W(x)) dla z € R.
Wtedy f jest stala.

Mamy wiec polowiczny wynik, rozwiazanie danego
réwnania funkcyjnego dla funkcji majacych punkty
stale. Co jednak sie dzieje, gdy punktéw statych
nie ma? Odpowiedz znajduje si¢ ponizej.

Rozwigzemy réwnanie f(z) = f(W(z)) dla
wielomianu W nie majacego punktéw stalych.
Wykazemy, ze wtedy zawsze istniejg niestate funkcje
ciagle f o wlasnosci f(z) = f(W(x)).

Lemat 1. Niech W bedzie wielomianem
o wilasnosciach:

1) W(x) = x nie ma rozwigzar;

2) dla pewnego xq jest inf,cg W(x) = W(xo).
Wtedy inf ,cr (W (z) — ) = ¢ > 0 oraz dla kazdego x
W™ (x) jest ciggiem rosngcym rozbieznym

do nieskorniczonosci.

Dowéd. Poniewaz z warunku 1) i 2) mamy, ze ¢ > 0
oraz W(z) > x + ¢, stad natychmiast W"(z) > x + nc.

Twierdzenie 3. Niech W bedzie wielomianem, takim,

Ze W(x) = x nie ma rozwigzan. Wtedy istnieje niestala

funkcja ciggla o wlasnodci f(x) = f(W(z)), z € R.

Dowdd twierdzenia przeprowadzimy, analizujac
dwa przypadki.

I. Zalézmy, ze W (z) jest wielomianem, takim, ze

dla pewnego W (zo) = inf,cg W(x). Pochodna W jest
wielomianem o dodatnim wspélczynniku przy
najwyzszej potedze. Ma ona skonczenie wiele zer.
Pomiedzy zerami pochodnej wielomian W rosnie lub

maleje. Za ostatnim zerem swojej pochodnej W rosnie.

Niech k bedzie najmniejszym takim indeksem,
ze W na przedziale [W* (), 00) jest funkcja
rosngca (takie k zawsze istnieje, gdyz pochodna W
ma skoniczona ilosé zer). Wtedy dla kazdego m
niemniejszego od k funkcja

W (W™ (a0), WM (o)) — W™ (o), W2 (20)]
jest roznowartosciowa i ,na”. Na przedziale
[W¥(z0), WFHL(20)] definiujemy f dowolnie,
ale tak, by f byla ciagla, niestala oraz
F(Wk(zg)) = f(WkFL(20)). Rozszerzymy teraz
definicje funkcji f na calg oS rzeczywista.
Nalezy rozpatrzy¢ trzy przypadki:

1. Niech z € [W™(x¢), W™ (z¢)] przy m > k.
Wtedy istnieje z € [W¥(zg), WET1(z0)], takie ze

z = Wm=k(x). Okredlamy f(z) = f(z). Zauwazmy,
ze f jest ciagta oraz f(u) = f(W(u)), u > Wk ().
Skonstruowali$émy zatem niestata funkcje ciagta
na przedziale [W*(z¢), 00) spelniajaca podany
warunek.

2. 29 < z < Wk(xp), wtedy istnieje m, takie ze
Wm(z) > Wk(xg). Zauwazmy, ze dla kazdego

p > m, mamy f(WP?(z)) = f(W™(z)). Okreslamy
f(z) = f(WP(2)), dostajac dobrze zdefiniowana
funkcje niestala spelniajaca nasz warunek.

3. z < xo . Tutaj W(z) > xg, wiec przyjmujemy
f(z) = f(W(2)).
Zdefiniowaliémy w ten sposéb f na calej proste;j.

II. Gdy funkcja ma maksimum zamiast minimum,
rozwazamy Wi(x) = —W(—x) oraz fi(z) = f(—x)

i rozumujemy jak w czesci 1.

Za kazdym razem potrafimy skonstruowaé niestala
funkcje ciagla spelniajacg warunki problemu,

co prowadzi do wniosku: jesli W nie ma punktu
stalego, to istnieje niestala funkcja ciagla spelniajaca
zadane réwnanie.

Zadania

>

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 567. Obliczy¢ najkrotsza mozliwg dlugosé fali
rentgenowskiego promieniowania hamowania,
wytwarzanego przy napieciu przyspieszajacym 120 kV.
Rozwigzanie na str. 1

F 568. Wldkno zaréwki jest wykonane ze stopu

o oporze wlasciwym 2,5-107% Q- m i ma érednice
0,1 mm. Obliczy¢, jaka jest temperatura wlokna
po dluzszym czasie palenia sie zaréwki, jesli ma
ono wlasnosci ciala doskonale czarnego, a natezenie
przeplywajacego pradu stalego wynosi 1,47 A.
Rozwiazanie na str. 4
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Redaguje tukasz WIECHECKI

M 982. Dany jest utamek nieskracalny

m_ . 1 L 1 T 1 . 1
no 2 3 19 20
Czy m dzieli sie¢ przez 57

Rozwigzanie na str. 3

M 983. Udowodni¢, ze jesli p > 2 jest liczba pierwsza,
to licznik utamka nieskracalnego
m_y 1 1 1
o +§+§+...+E
jest podzielny przez p.
Rozwiazanie na str. 2

M 984. Udowodni¢, ze suma 1 + % + % +...+ %
nie jest liczba naturalna dla zadnego naturalnego
n > 1.

Rozwiazanie na str. 12



