Srednie i zwigzane z nimi ciggi
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Dla zbioréw X i Y symbol M(X x Y)
oznacza {M(z,y) : x € Xiy € Y'}.

Rozwigzanie zadania F 568.
Po dluzszym czasie palenia si¢ zaréwki
temperatura T jej wiékna ustala si¢ i moc
przeplywajacego przez nig pradu I’R
jest réwna mocy promieniowania
cieplnego, tzn. iloczynowi natezenia
promieniowania E i powierzchni
wldokna S:

P =1I’R=ES.
Opér R wldkna zardwki jest réwny
R = 4pl/7rd2, gdzie [ to dlugos$é widkna,
a wd2/4 jego przekrdj. Stad

4pl1?
T owd?

Natezenie promieniowania E
wynosi B = o’T'1, gdzie
0 =5,67-10"%W/(m? - K*),
a powierzchnia witékna s = wdl.
Zatem

P =oT*ndl.

Poréwnujac powyzsze dwa wzory na P,
otrzymujemy

NEE
7= 1/ 2"~ 9500 K.
om2d3

Niech R oznacza zbiér liczb rzeczywistych i niech I C R bedzie przedziatem.
Funkcje M : I x I — R nazywamy $rednig (dwdch zmiennych), jesli

min(z,y) < M(z,y) < max(x,y), z,y €l

Jedli dla wszystkich .,y € I,  # y, te nieréwnosci sa ostre, srednia nazywana
jest Scislg; jesli M (x,y) = M (y,x), symetryczng. Srednia M ma nastepujace
wlasnosci:

M(z,z) =z dla kazdego x € I;
M(J x J)=J dlakazdego przedzialu J C I, w szczegdlnosci, M (I x I) = I.

Definicja $redniej i te wlasnosci przenosza sie na przypadek dowolnej skoniczone;j
liczby zmiennych.

Najbardziej znane $rednie: arytmetyczna A : R xR — R, geometryczna
G : (0,00) x (0,00) — (0,00) i harmoniczna H : (0,00) x (0,00) — (0, 00),

Tty

Az, y) = 5 G(z,y) == xy, H(z,y) = 2ry

:chy’

sg $ciste 1 symetryczne.

Pochodzenie nazwy $éredniej A nie wymaga komentarzy. Nazwa $redniej G
ma swe 7rédlo w znanej z geometrii réwnosci h = G(z,y), gdzie h jest
dlugoscia wysokosci w trojkacie prostokatnym, a x i y sa dtugo$ciami odcinkow,
na ktére dzieli przeciwprostokatna spodek wysokosci. Kazda z tych $rednich
ma interpretracje geometryczna, przy czym najciekawsza z nich ma srednia
harmoniczna. W trapezie dlugo$é¢ odcinka rownoleglego do podstaw, taczacego
boki trapezu i ,przechodzacego przez” punkt przecigcia przekatnych, jest srednia
harmoniczna dtugosci podstaw. Nazwa sredniej harmonicznej wywodzi sie
7z proporcji

x H(z,y)

* = s z,y >0,
) Az, y) y Y

i siega czaséw Euklidesa i Pitagorasa. Interesujace sa zwiazki Sredniej H
z ,harmonia” w sferze dzwigkdw.

A, G i H naleza do szerokiej rodziny $rednich o prostej konstrukcji. Zauwazmy,
ze jesli f : I — R jest ciggla i Scisle monotoniczna, to funkcja My : 1 x I — R,

Myt = 1 (T ) — 2 (o s

jest Sredniq Scistq i symetryczng (f~loznacza funkcje odwrotna do f). Srednia te
nazywa sie quasi-arytmetyczng, a funkcje f jej generatorem. Dowodzi sie, ze

My = My wtedy @ tylko wtedy, gdy g = af + b dla pewnych a,b € R, a # 0.

Latwo sprawdzié, ze A = Miq, G = Moy, H = My, gdzie id jest funkcja
identycznosciowa na R oraz h(z) := 1 dla z > 0.

W tréjelementowej rodzinie { A, G, H} $rednia G odgrywa specjalna role
(pomijamy tutaj role specjalnosci gérniczej na AGH). Srednia geometryczna
jest jedyna ciagla $rednia niezmiennicza ze wzgledu na odwzorowanie
(A, H) : (0,00)% — (0,00)2, takie ze (A, H)(z,y) = (A(z,y), H(x,y)),

tzn. G o (A, H) = G. Ten fakt, réwnowazny wspomnianej juz proporcji (x)
pozwala wykazaé, ze

lim (A, H)"(z,y) = (G(z,y), G(z,y)),  x,y>0,

n—oo
gdzie (A, H)™ oznacza n-ta iteracje odwzorowania (A, H).

4



H. Haruki, Th. M. Rassias, W roku 1995, H. Haruki i Th. M. Rassias postawili nastepujacy

A new analogue of Gauss’ functional
equation, Internat. J. Math.

e Toos). 10 756, Problem. Niech F : (0,00) x (0,00) — R bedzie funkcja ciagla spelniajaca

rownanie funkcyjne
F (A(z,y), H(xz,y)) = F(x,y), xz,y > 0.

Czy istnieje taka funkcja ciaglta g : (0,00) = R, ze F(x,y) = g(zy), z,y > 07

Twierdzaca odpowiedz wynika z ostatniej obserwacji. Aby to wykazac,
zauwazmy, ze jesli funkcja F' spelnia powyzsze réwnanie funkcyjne, to dla kazdej
liczby naturalnej n

F((A’H)n(xay)):F(x’y)7 z,y > 0.
Stad i z ciaglosci F', gdy n — oo, otrzymujemy
F((G,G)(x,y)) =F(z,y), xy>0,

czyli F(z,y) = F(y/zy, /Ty) = g(zy), gdzie g : (0,00) — R jest okreslona wzorem
9(@) = F(Vx, V).

Ze érednimi A, G, H ltacza sie takie okreslenia jak ciag arytmetyczny, ciag
geometryczny i ciag harmoniczny. Ciag (,)22, liczb rzeczywistych nazywamy
arytmetycznym, je$li x,11 = Az, 2nt2), n €Ny :={0,1,...}

clag (z)52% liczb rzeczywistych dodatnich (!) nazywamy:
geometrycznym, jeSli 2,411 = G(Tpn, Tny2), n € Np;

harmonicznym, jesli  zp41 = H(2n, Tni2), n€Np.

Ogdlniej, niech M : I x I — I bedzie $rednia. Ciag (z,,)22, nazwiemy
M -ciggiem, jezeli x,, € I dlan € Ny oraz

Tnt1 = M(zn; zn+2); ne I\IO~

Jedli M = My, to wyznaczenie n-tego wyrazu M-ciggu jest zadaniem latwym.
Korzystajac bowiem z definicji M y-ciggu, mamy

f(@ny2) = f(@ns1) = f(@ng1) — fzn), n € Np,

a wiec, dla pewnej statej a € R,

Ly D22,

f(@rg1) — flog) =a,  keN,.

Dodajac stronami te réwnosci dla k € {0,1,...,n — 1}, otrzymujemy

f(zn) — f(zo) =na, n € Ny, a stad z, = f 1 (f(x0) +na), n€Ny.

Latwo sprawdzamy, ze ten ciag jest M y-ciggiem.

Stosujac otrzymany wzér kolejno dla f =1id, f = log oraz f(x) = %, x>0,
stwierdzamy, ze:

clag (z,)52, jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy gdy, dla pewnego a € R

((c ((7ce
TCC CCecce((C( el

Tn =T0+na, n € Np;
geometryczny wtedy i tylko wtedy, gdy zo > 0 i dla pewnego a € R
Tn =x0q" n €Ny, gdzieq:=e%

harmoniczny wtedy i tylko wtedy, gdy x¢ > 0 i dla pewnego a > 0

Zo
Tn n e€Ny.

~ 1+ azon’

Biorac w ostatnim wzorze o = a = 1, otrzymujemy klasyczny przyktad ciagu

. oo
harmonicznego ( n%_l) Iy
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