Rozwigzanie zadania F 567.
Zgodnie z zasadg zachowania energii
energia pojedynczego fotonu jest rowna
réznicy energii kinetycznych elektronu
przed i po zahamowaniu, przy czym
jej maksymalna warto$¢ odpowiada
calkowitemu zahamowaniu elektronu.
Stad

hvg = Ue,

gdzie Ue jest maksymalng energia
kinetyczng stracong przez elektron
podczas hamowania, a vg = ¢/Xg
jest maksymalna czestotliwoscia
emitowanego promieniowania, \g zas

minimalng dtugoscia fali promieniowania.

Stad dostajemy:

hc _11
Ao =—=1-10 m.
Ue

Paradoks na sobote
Andrzej DRAGAN

Ostatnig sobote spedzitem w dosé nietypowy sposéb. Otoz przyszedl mi

do glowy pewien paradoks, ktéry nastepnie staratem sie rozwikla¢. Na szczedcie
sie udato, wiec moge juz teraz z czystym sumieniem go przedstawic.
Niewykluczone, ze przy okazji dowiecie si¢ kilku nowych rzeczy na temat
mechaniki kwantowej, zatem przedstawiony eksperyment myslowy mozecie
potraktowaé jako okazje do przekonania sie, jak prezentuje sie ona w akcji.

Przejdzmy zatem do rzeczy. Chce przedstawié¢ rozumowanie prowadzace

do wniosku, ze mozna odrézni¢ makroskopowy obiekt (np. but)

obrocony o 360° od nieobrdéconego. Z zycia codziennego kazdy wie, ze

po dokonaniu takiego obrotu naprawde nic ciekawego sie nie dzieje: wracamy
do punktu wyjscia. Zatem z moim rozumowaniem co$ musi by¢ chyba nie tak.

7 drugiej strony wiadomo, ze niektore czastki elementarne, na przyktad
elektrony, zachowuja si¢ w sposéb bardziej skomplikowany niz buty
(przynajmniej jesli chodzi o pelne obroty). Elektron w formalizmie mechaniki
kwantowej opisuje si¢ przez pewien przestrzenny rozklad nazywany

funkcjq falowq. Funkcja falowa, ktora stanowi kompletny opis stanu elektronu,
ma wartosci zespolone i nastepujaca interpretacje: kwadrat jej modulu okresla
rozklad prawdopodobienstwa znalezienia sie elektronu w réznych punktach
przestrzeni. Jest to najbardziej podstawowe znane prawo mechaniki kwantowej.
Oznacza to, ze nikt na Swiecie nie potrafi wyjaéni¢ go na gruncie bardziej
podstawowym. Musicie wiec przyjacé je ,na wiare” i juz.

Zgodnie z formalizmem mechaniki kwantowej funkcja falowa obroconego
elektronu réwna jest minus funkcji falowej elektronu nieobréconego! Co prawda
rozklad prawdopodobienstwa sie nie zmienia (bo modul —z réwna sie
modulowi ), jednak na pewno jest to co$ niezwykle dziwnego. Ponadto zmiana
znaku nie bierze sie z ,rozpedzania” i ,wyhamowywania” elektronu podczas
obrotu. Réwnie dobrze obserwator moze obej$¢ elektron dookota. Efekt bedzie
ten sam! Dopoki jednak co$ nie prowadzi do zadnych eksperymentalnych
konsekwencji (przynajmniej w skali makroskopowej), nie powinna nas o to boleé
glowa.

Omoéwmy teraz nieco bardziej szczegélowo kwantowomechaniczne prawo
obliczania prawdopodobienstw. W postaci ogdlnej jest ono takie: jezeli chcemy
znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze zajdzie jaki$ okreslony proces, to najpierw
musimy znalezé¢ amplitude zajscia tego procesu, wzia¢ modul i podnies¢

do kwadratu. Jezeli natomiast zjawisko moze zaj$¢ na dwa nierozréznialne
sposoby, to musimy najpierw obliczy¢ amplitudy dla obydwu proceséw

i nastepnie je dodaé¢. Dopiero po dodaniu bierzemy modutl i podnosimy

do kwadratu, otrzymujac prawdopodobienstwo zaj$cia procesu na jeden z dwdch
Sposobow.

Rozpatrzmy przyktad stynnego eksperymentu z podwojna szczelina, w ktérym
$wiatlo pada na przestone z dwiema malutkimi dziurkami (szczelinami).

Za przestong znajduje sie ekran, na ktéorym obserwujemy Swiatto przechodzace
przez otwory. Poniewaz taki eksperyment jest $wietnie opisany przez klasyczna
teorie elektromagnetyzmu, postuzymy sie najpierw ta teoria do obliczenia
obrazu interferencyjnego. To, co musimy znalezé, to rozklad natezenia Swiatla
na ekranie. W ustalonym punkcie r jest ono proporcjonalne do kwadratu

pola elektrycznego w tym punkcie E?(r). Natomiast pole elektryczne jest
sumg pél pochodzacych od fal elektromagnetycznych przechodzacych przez
obie szczeliny: E(r) = E;(r) + Ea(r). W wyniku interferencji pél za szczelinami,
obraz na ekranie ma znany wszystkim ,prazkowany” ksztalt.

Ten sam eksperyment mozna réwniez opisa¢ przy uzyciu formalizmu mechaniki
kwantowej. Poniewaz mamy tu wlasnie do czynienia z sytuacja, w ktorej
fizyczny proces (dotarcie $wiatla do ekranu) moze zaj$é na dwa nierozréznialne
sposoby (nie wiemy, ktéra szczeling dotarly fotony), bedziemy mogli
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IV Ogdlnopolski Konkurs
na Doswiadczenie Pokazowe
z Fizyki
Krakéw, wrzesien 2002

Pokazowe doswiadczenia — zwane

inaczej demonstracjami — stanowig
jeden z filaréw dobrego ksztalcenia

w zakresie fizyki na kazdym poziomie
nauczania. Celem oglaszanego konkursu
jest wydobycie na $wiatto dzienne czesto
niedocenianych mistrzéw demonstracji
fizycznej, poszukiwanie nowych talentéw
i popularyzacja najlepszych pomystow,
ktore moglyby trafi¢ do szkét i sal
wyktadowych. Do udzialu w nim
zapraszamy zawodowcéw i amatoréw,
pracownikow szkél wyzszych, studentéw,
nauczycieli i uczniéw.

IV Ogdlnopolski Konkurs na Pokazowe
Doswiadczenie z Fizyki organizuje
Oddzial Krakowski Polskiego
Towarzystwa Fizycznego przy
wspdéludziale Instytutu Fizyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego oraz
Wydzialu Fizyki i Techniki Jadrowej
Akademii Gérniczo-Hutniczej. Konkurs
jest organizowany w Krakowie

od 1996 roku. Finat IV Konkursu bedzie
jedna z imprez Jarmarku Fizycznego
2002, ktory odbedzie si¢ w Krakowie

we wrzesniu 2002 roku. Zgloszenia
prosimy kierowaé poczta pod adresem:

dr Marek Gotab,

Oddzial Krakowski PTF i Instytut Fizyki
Uniwersytetu Jagielloniskiego,

ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw,

wzglednie pocztyg elektroniczng na adres
ufmgolab@cyf-kr.edu.pl do dnia

27 maja 2002 roku. Biezace informacje
dotyczace konkursu oraz pelny tekst
regulaminu dostepne sg na stronach
WWW Oddziatu Krakowskiego PTF
http:/www.ptf.agh.edu.pl/konkurs.

Rozwigzanie zadania M 983.
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Suma w nawiasie kwadratowym
przedstawiona w postaci utamka
nieskracalnego bedzie miala mianownik
niepodzielny przez p, a licznik jest jeszcze
mnozony przez p.

wykorzysta¢ poznane przed chwila prawo kwantowe. Wiemy, ze kazda wiazka
materii czy $wiatla padajaca na przestone sklada sie z  kawalkéw” (czastek,
fotonéw). To, co nas interesuje, to érednia liczba fotonéw padajacych na ekran
w punkcie r po przejsciu przez szczeliny. Ta liczba jest proporcjonalna

do prawdopodobienstwa dojscia do tego punktu pojedynczego fotonu.

Wiemy juz, ze jesli Uy (r) i Ua(r) sa amplitudami prawdopodobienstwa

dojscia fotonu do punktu r na ekranie odpowiednio przez pierwsza i druga
szczeline, to prawdopodobienstwo uderzenia czastki w ekran w tym punkcie
réwna sie |Wq(r) + Wa(r)|%. Okazuje sie, ze po obliczeniu amplitud Wy (r) i Wo(r)
otrzymuje si¢ identyczny ksztalt obrazu interferencyjnego na ekranie, jak

w przypadku klasycznym. W dodatku, eksperyment z podwdjna szczeling mozna
przeprowadzi¢ nie tylko na fotonach, ale réwniez na elektronach i réwniez widaé
bedzie na ekranie prazkil W dalszej czedci skupimy sie¢ wlasnie na przypadku
elektronéw ze wzgledu na ich wlasnosci zwiazane z obrotami o 360°.

Skomplikujmy teraz nieco nasz eksperyment. Powiedzmy, ze elektrony

zostaly przed przepuszczeniem przez szczeliny przygotowane tak, ze ich spiny
sg ustawione w jednakowy sposéb, ,w gére” wzdluz osi z. Na potrzeby tego
artykulu musicie tylko wiedzieé, ze spin elektronu jest czyms podobnym

do polaryzacji w przypadku fotonu (méwi sie, ze spin jest wewnetrznym
momentem pedu elektronu; w kazdym razie jest to cos, co ,siedzi” wewnatrz
elektronu i jest ustawione wzdluz jakiego$ kierunku, troche jak o$ obrotu
wirujacej kulki). Oczywiscie wynik eksperymentu sie nie zmieni: wciaz

na ekranie beda te same prazki, ktore byly wczesniej. Mozemy teraz do naszego
uktadu dodaé¢ nowy element: tuz przed druga szczelina wstawimy ,,polaryzator
spinowy”. Takie urzadzenie rowniez nalezy ustawi¢ wzdluz jakiegos kierunku,

a jego dzialanie jest nastepujace: je$li wpadnie do niego elektron ze spinem
ustawionym wzdluz kierunku ustawienia polaryzatora, to jest on przepuszczany
przez urzadzenie ,gérnym” kanalem. Jesli natomiast spin elektronu jest
skierowany przeciwnie do kierunku ustawienia polaryzatora, to jest on
przepuszczany ,dolnym” kanalem. Jesli wiec uzyjemy strumienia elektrondw
ustawionych ,zgodnie”, to wszystkie przeleca gora, a jesli ,przeciwnie”,

to wszystkie, bez wyjatku, poleca dolem. Ciekawe rzeczy zaczna sie dziaé,

gdy ustawimy urzadzenie ,sko$nie” do kierunku polaryzacji elektronow,

na przyktad pod katem a. Poza dwoma szczegdlnymi przypadkami oméwionymi
przed chwila, nie da sie powiedzie¢, ktéredy przejdzie elektron. Oznacza to,

ze istnieje amplituda prawdopodobienstwa przejscia gorg oraz amplituda
prawdopodobienstwa przejscia dotem (w pewnym sensie elektron przejdzie
obydwoma kanalami jednoczesnie!). W dodatku amplitudy te wyrazaja

sie bardzo prostymi wzorami. Pierwsza z nich wynosi cos(a/2). Mozemy

stad obliczy¢ prawdopodobienstwo przejscia elektronu gérnym kanatem,

ktére réwna si¢ po prostu cos?(a/2). Czyli, jak nalezy sie spodziewad,

dla @ = 0° i @ = 360° to prawdopodobienstwo wynosi 1, czyli elektron

na pewno przejdzie ,géra’. Zwréémy jednak uwage na fakt, ze amplituda
przejscia przez polaryzator obrocony o pelny kat réwna si¢ minus amplitudzie
przejscia przez polaryzator nieobrécony. Na szczescie to, co nas interesuje,

to prawdopodobienstwo, bo tylko to mozemy zmierzy¢ w eksperymencie, zatem
eksperymentalnie nie powinno sie¢ méc odrézni¢ polaryzatorow obréoconych

od nieobréconych, prawda? Jestesmy juz blisko sformulowania naszego
paradoksu. Powiedzmy, ze nasz polaryzator ustawiony jest tuz przed szczeling
w taki sposéb, ze elektrony przechodzace gérnym kanalem sa wpuszczane prosto
do szczeliny, a lecace dolnym kanatem sa kierowane w zupelnie innym kierunku,
gdzie$ w kosmos (zalezy nam na tym, zeby w interferencji braly udzial tylko
elektrony przechodzace gora, ale nie chcemy sprawdzaé, ktérymi kanatami
podroézowaly, zeby obie mozliwosci byly ,nierozréznialne” przed uderzeniem
elektronu w ekran). Powiedzmy, Ze polaryzator zostal ustawiony pod katem

a =0° lub a = 360° do kierunku polaryzacji elektronéw (wydawaé by sie mogto,
ze na jedno wychodzi). Wéwczas amplituda prawdopodobienstwa dotarcia
elektronu przez gorny kanal polaryzatora do drugiej szczeliny wynosi 1 lub —1,
a amplituda dojscia elektronu od tej szczeliny do punktu r na ekranie
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réwna sie Wa(r). Dla elektronu przechodzacego pierwsza szczeling amplituda
dotarcia do ekranu wynosi ¥y (r). Skorzystamy teraz z drugiego waznego
prawa mechaniki kwantowej, méwiacego, ze amplituda zajscia dowolnego
procesu zlozonego z pewnych ,podproceséw” réwna jest iloczynowi amplitud
zajécia tych podproceséw. Podsumowacé to wszystko mozna jednym wzorem
na prawdopodobienstwo P, (r) tego, ze elektron uderzy w ekran w ustalonym
punkcie r:

(1) Po(r) = W1 (r) + Ua(r)]?,
gdy a = 0°, albo:
(2) Psgo(r) = [W1(r) — Ta(r)[?,

gdy a = 360°. I oto jest nasz paradoks. Wyglada na to, ze rozklad
prawdopodobienstwa zmieni si¢ po obrocie polaryzatora! Jezeli przyjmiemy, ze
Uq(r) i Ua(r) sa falami kulistymi wychodzacymi ze szczelin, to okazuje sie, ze
w pierwszym przypadku obraz na ekranie bedzie kosinusoidalny, a w drugim
sinusoidalny, czyli prazki interferencyjne sie przesuna! Wynikaloby z tego,

ze patrzac na prazki mozemy stwierdzi¢, czy polaryzator zostal obrécony.
Poniewaz, w zasadzie, w eksperymencie mozna uzy¢ elektronéw o dowolnie
duzej dlugosci fali, to réwniez polaryzatory moga by¢ dowolnie duze.
Otworzyloby to droge do odrézniania obiektéw makroskopowych odwréconych
od nieodwro6conych! Absurd!

Wszystkim proponuje teraz samodzielne zastanowienie si¢ nad tym, gdzie

tkwi blad w przedstawionym rozumowaniu. Rozwiazanie podaj¢ w nastepnym
akapicie. Jak widzicie, nasz paradoks jest dobrym pretekstem do zastanowienia
sie nad podstawowymi prawami mechaniki kwantowej. Chyba wiec warto sie
troche powytezaé, prawda?

Moje rozwiazanie jest nastepujace.

Po cichu zatozyliémy, ze amplituda dotarcia elektronu ze szczeliny do ekranu

nie zalezy od ustawienia polaryzatora. W rzeczywistosci wcale tak nie jest.
Amplituda ta bowiem zmienia znak po dokonaniu pelnego obrotu polaryzatora.
Rzeczywiscie, jesli po obrocie Wa(r) przejdzie na —Ws(r), wszystko bedzie sie
zgadzac i w obu przypadkach obraz interferencyjny na ekranie bedzie identyczny.

A dlaczego amplituda zmienia znak? Heurystyczny argument jest taki, ze
elektron opuszczajacy obrécony polaryzator jest taki sam jak obrécony elektron
opuszczajacy nieobrécony polaryzator (czyli o przeciwnym znaku funkeji
falowej). Jednak $cisly dowdd opiera sie na rachunku operatorowym mechaniki
kwantowej. Tym, ktérzy go znaja, powinien wiec wystarczy¢ argument,

ze ,stan wlasny operatora spinu wzdtuz osi obréconej o 360°, w ktérym
znajduje si¢ elektron opuszczajacy polaryzator géornym kanalem, ma przeciwny
znak niz stan wlasny operatora nieobréconego”. Plynie stad jeszcze jedna
lekcja: tych bardzo podstawowych praw chyba nie rozumiemy na tyle dobrze,
by$my mogli opisa¢ je zwyklym, klasycznym jezykiem. A by¢é moze jest to

w ogdéle niemozliwe?

Rozwigzanie zadania M 982.
Tak. Rozlozymy nasza sume na sumy czesciowe

m7<1+1+1+1)+<1+1+1+1)+ +<1+1+1+1>
n  \5 10 15 ' 20 2 3 4 16 17 18 19

i wykazemy, ze kazda suma w nawiasach ma w przedstawieniu w postaci utamka nieskracalnego
licznik podzielny przez 5. Mamy

1 1 1 5
5T T 12
Poza tym dla k£ = 0,1, 2,3 mamy
1 1 1 1L (5k+2)(5k +3)(5k +4) + ...+ (5k + 1)(5k + 2)(5k +3)
5k+1+5k+2+5k+3+5k+47 (5k 4+ 1)...(5k +4) n

5L +2-3-441-3-441-2-441-2-3 511 +50

B 5l2+1-2-3-4 T bly +24°
Z powyzszego wynika, ze dla kazdego z utamkéw nieskracalnych w powyzszym wzorze na 2
licznik jest podzielny przez 5. Pozostaje zauwazy¢, ze suma nieskracalnych utamkoéw z licznikami

podzielnymi przez 5 jest znowu takim utamkiem.
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