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® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsyltaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

— rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
Termin nadsylania rozwigza: nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

31V 2002 — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002.

Zadania z matematyki nr 437, 438
Redaguje Marcin E. KUCZMA

437. Liczba rzeczywista a > 1 oraz liczba zespolona z spelniaja warunki |z +a| < a
oraz |z? + a| < a. Dowiedé, ze |z| < a.

438. Wykazaé, ze jezeli n jest liczba naturalna, taka ze p = 8n + 1 jest liczba pierwsza,
to réznica 2*™ — 1 dzieli sie przez p.

Zadanie 438 zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/2001
Przypominamy tresé¢ zadan:

429. Przekatne czworokata ABC D, wpisanego w okrag o §rodku O, przecinaja si¢ w punkcie Q.
Punkty K, L, M, N sa (kolejno) $rodkami okregéw opisanych na tréjkatach QAB, QBC, QCD,
QDA. Proste KM i LN przecinajg si¢ w punkcie P. Dowie$é, ze punkty O, P, Q sa wspélliniowe.

430. Wykazaé, ze dla kazdej liczby pierwszej p istniejg co najwyzej dwie dodatnie liczby calkowite n,

dla ktérych wartoéé wyrazenia p - 2™ + 1 jest kwadratem liczby catkowitej. Wyznaczyé wszystkie
liczby pierwsze p, dla ktérych istnieja dokladnie dwie takie liczby n.

429. Przez é$rodki A’, B, C', D' odcinkéw QA,
QB, QC, QD prowadzimy symetralne tych
odcinkéw. Przecinaja sie¢ one kolejno parami
w punktach K, L, M, N; czworokat K LM N jest
réwnoleglobokiem. Punkt P — $rodek symetrii
owego réwnolegtoboku — lezy na symetralnej

C odcinka A’C" oraz na symetralnej odcinka B'D’.

Czworokat A’B’'C’'D’ jest obrazem czworokata
ABCD w jednoktadnosci o srodku @ i skali 1/2.
Obrazem punktu O, czyli srodka okregu opisanego
na czworokacie ABCD, jest srodek okregu
opisanego na czworokacie A’B'C’D’; czyli punkt
przeciecia symetralnych odcinkéw A'C’ i B'D’

— czyli punkt P. To znaczy, ze P jest $rodkiem
odcinka OQ).

430. Przypusémy, ze nieparzysta liczba p - 2" 4+ 1 jest kwadratem pewnej liczby 2k + 1.
Daje to réwnanie p - 2" = 4k* + 4k.

Dla p = 2 dostajemy 2"~ = k(k + 1), skad k = 1, i wobec tego n = 2 jest jedynym
wyktadnikiem spetniajacym zadany warunek.

Gdy p jest liczba pierwsza nieparzysta, uzyskane réwnanie p - 2" 2 = k(k+1)
Klub 44 F moze by¢ spetnione tylko dla n > 3. Po prawej stronie czynniki k oraz k + 1
po uwzglednieniu ocen rozwiazas sg wzglednie pierwsze. Zatem jedna z liczb p oraz 2"~2 musi byé réwna k,
zadati 322 (WT = 3,25) i 323 (WT = 2,20) a pozostata k + 1. Liczba n musi spelnia¢ réwnanie " Z=p4+llub2" 2 =p—1;

Czolowka ligi zadaniowej

z numeru 9/2001 mamy wiec (dla ustalonej liczby p) co najwyzej dwie mozliwe wartosci n.
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 41,54 . . . . o . s .
Jacek Piotrowski ~ Rozeszéw 35,43 Doktadnie dwie ,dobre” liczby n istnieja wtedy, gdy zaréwno p + 1, jak p — 1 sa
Tomasz Rudny — Warszawa 29,50 : A3l 4 1At 3 3 — 1 & 1
i A pot@gaml .dWOJkl, to zas ma_r;nejsce jedynie dla p = 3. Dwie wartosci n otrzymujemy
Marek Woéjeicki ~ Szezecin 25,20 jako rozwiazania réwnan 2" ° =3+ 1: n =3 oraz n = 4.
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Zadania z fizyki nr 334, 335

Redaguje Jerzy B. BROJAN

334. Krasnoludki buduja most o rozpietosci 5 piedzi postugujac sie przy tym kartami
(cienkimi, sztywnymi i jednorodnymi ptytkami prostokatnymi) o dtugosci 1 piedzi

i drugim boku znacznie kréotszym. Kart si¢ nie skleja i mozna je tylko uktadac¢ jedna
na drugiej. Ile wynosi minimalna liczba kart potrzebnych do tego, aby po moscie

mogt przejs¢ krasnoludek o masie réwnej masie 2 kart? Nie ma potrzeby analizowaé

Termin nadsylania rozwigzan:

trudnosci wyniklych w trakcie samej budowy — np. krasnoludki moga uzy¢ rusztowania,

31V 2002 ktore usung po zakonczeniu pracy.
335. Dmuchajac w wylot butelki mozna spowodowaé wystapienie dzwigku. Obliczy¢
v przyblizona wartos¢ jego czestotliwosci, jesli dana jest objetosé butelki V, wymiary
szyjki (pole przekroju poprzecznego S, dtugo$é L — zob. rys. 1) oraz parametry
'L powietrza (np. gestosé p, cisnienie p i stosunek ciepet wlasciwych v = ¢p/cy, albo tez
Rys. 1 predkosé dzwigku v).
Wskazdéwka: przyjaé, ze powietrze w szyjce butelki jest ,tlokiem”, ktory drgajac spreza
12 5 i rozpreza reszte powietrza w butelce.
1?09 Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11,/2001
<6 - Przypominamy tres¢ zadan:
i 326. Wedlug szczegdlnej teorii wzglednosci zwigzany uktad cial o masach my,ms, m3 ... ma
3 masg mniejszg od sumy tych mas o wielko$é Am réwna AE/c?, gdzie AE jest energia wiazania

0 1500 3000 4500 6000 glebokos¢ [km]
Rys. 2

(energia, ktéra trzeba dostarczyé, aby rozbi¢ uktad na poszczegdlne ciala), a ¢ — predkosciag
Swiatta. O ile mniejsza jest masa Ziemi od sumy mas wszystkich jej czesci? W rachunku nalezy

uwzgledni¢ tylko wigzanie grawitacyjne. Dany jest wykres gestosci Ziemi w zaleznoéci od gl¢bokosci

(zob. w tablicach).
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|||| —||||7> (rys. 2), promien Ziemi (ktéra uznajemy za kule) R = 6370 km oraz wartos$¢ c i stalej grawitacji G
A

327. Do dwéch jednakowych mikroamperomierzy o zakresie 200 pA dotaczono odpowiednie
oporniki szeregowo lub tez réwnolegle, tworzac z jednego z nich miliamperomierz o zakresie 50 mA,
a z drugiego — woltomierz o zakresie 20 V (rys. 3). W celu wyznaczenia nieznanego oporu R
dokonano tymi przyrzadami pomiaru napigcia i natezenia pragdu w dwéch podanych obok obwodach.

Rys. 3 Tloraz U/I okazal si¢ réwny 450 Q w jednym z obwodéw, a 460 Q w drugim. Ile wynosi warto$¢ R?

326. Masa d M warstwy kulistej o matej grubosci dr

i érednim promieniu r wynosi dM = 4xr?p(r)dr, a wiec
masa Ziemi zawarta wewnatrz kuli o promieniu r jest dana
wzorem

M(r) = 47r/ 2 p(r’)dr’.
0

Jedli, rozpoczynajac od srodka, bedziemy ,sktadaé¢ Ziemie”

z warstw, to grawitacyjna energia wigzania kazdej warstwy

bedzie wynosita
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r

dE (471')2G7‘p(r)dr/ 2 p(r’)dr.
0

Catkowita energia wigzania jest zatem réwna

R T
AFE = (471')2G/ rp(r)/ 2 p(r’)dr'dr.
0 0

Po odcezytaniu na wykresie wspétrzednych kilku—kilkunastu
punktéw wyliczenie wartoéci AE moze byé przeprowadzone
na drodze czysto numerycznej (zwlaszcza przy duzej liczbie
punktéw), lub tez na drodze catkowania analitycznego,
przy zalozeniu ,schodkowe]j” zaleznosci p(r) (zwlaszcza
wtedy, gdy rozpatrujemy 2-3 przedzialy, w ktérych
p jest state). W kazdej z tych metod celowe byloby
sprawdzenie ,po drodze”, czy calkowita masa Ziemi
M = fdM wychodzi zgodna z danymi tablicowymi,
lub tez — rownowaznie — czy przyspieszenie grawitacyjne
g = GM/R? jest zgodne ze znang wartoscia 9,81 m/s?.
W przypadku analitycznego catkowania najprostszym
(ale najmniej doktadnym) zalozeniem jest przyjecie stalej
wartosci p w calej objetosci Ziemi; wtedy

1 _ 3GM?  3¢°R?

L 20 5
AE = T (4mp)"GR R 5G
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Podstawienie danych liczbowych daje tu warto$é

AE =224-10% J. Jedli przyjaé, ze do gtebokoéci 2900 km
gesto$é wynosi 4,5 g/cm® a glebiej — 10,75 g/cm?®

(takie liczby sa zgodne ze znana wartoscia g),

to z rachunku analitycznego wynika AE = 2,42 - 1032 J.
Wreszcie z obliczenia opartego na odczytaniu 17 punktéw
na wykresie i starannej analizie numerycznej autor
otrzymal AE = 2,46 - 1032 J. Tej ostatniej wartoéci
odpowiada niedobér masy

Am = AE/c®> =2,74-10" kg

— dla poréwnania, jest to mniej niz jedna dwumiliardowa
czesé masy Ziemi.

327. Na podstawie wymienionych danych mozna
wyznaczy¢ opor wlasny woltomierza, utworzonego przez
dotaczenie szeregowego opornika do mikroamperomierza —
poniewaz przy maksymalnym jego wskazaniu (20 V) plynie
przez niego prad 200 pA, wiec

Ry =20 V/200 pA = 100 k.

Oporu mikroamperomierza wyznaczy¢ natomiast
nie mozna (nie znamy oporu wyjsciowego
mikroamperomierza), a zatem skorzystajmy z wynikéw
pomiaréw dla prawego obwodu, gdzie op6r ten nie ma
znaczenia. W tym obwodzie otrzymano zanizona
warto$é U/I (czyli 450 ), gdyz amperomierz wskazuje
sume natezen pradow plynacych przez opornik
i woltomierz. Stad

1 1 1

450Q Ry R

Po podstawieniu wyznaczonej powyzej wartosci Ry
obliczamy R = 452,0 ).



