‘ p‘ i iterujac powyzszg operacje uzyskiwania z niego nowego
3 / 02 ( 5 ]_) przedstawienia X3 4+ Y3, otrzymujemy nieskoriczony ciag
przedstawien liczby w postaci sumy dwoch szeécianéw,
° ale uwaga, sa tu pewne potencjalne problemy:
[ 4
&ma ttag 1. Problem nieistotny: przedstawiamy liczbe w postaci

n— 00 sumy szeécianéw liczb wymiernych. Zaden problem —
biorac skoniczenie wiele takich przedstawien, mozemy
(0) R()WNYCH SUMACH wymnozy¢ je przez najmniejsza wspolna wielokrotnosé

mianownikéw i juz mamy liczby catkowite.

DWOCH SZESCIANOW

2. Problem znakéw: niestety, w otrzymanych
przedstawieniach beda wystepowaé takze liczby ujemne.
Mozna jednak udowodnié, ze da sie wybra¢ dowolnie wiele
przedstawien z liczbami dodatnimi.

O tym, ze dwie sumy dwoch szedcianéw moga by¢ réwne,
tatwo sie przekonaé. Mamy bowiem

1729 = 10° + 9% = 12° + 1°.
Zmnalezienie trzech réwnych sum dwoch szedciandéw
przez bezposrednie przeszukiwanie wymaga juz uzycia
komputera. Pierwszy przyktad, ktory znajdujemy, jest

3. Problem zapetlenia: a moze po jakim$ czasie wrécimy
do wyjséciowego przedstawienia i w rezultacie przedstawien
bedzie skonczenie wiele. I tu mozna udowodnié¢, ze nic
takiego sie nie zdarzy.

nastepujacy
87539319 = 414> + 255° = 423% + 228% = 436° + 167°. Dla przyktadu zacznijmy od z1 = 1, y1 = 2 i tworzmy
Okazuje si¢ jednak, ze podobnie jak dla kwadratow, kolejne pary (n,yn) wedtug wzoru (33). Otrzymamy:
istniejg liczby majace dowolnie wiele rozkladéw na sume 17 20 188479 _ 36520
z =\—7s7) x3, - -
dwoéch szesciandéw liczb catkowitych dodatnich. (w2, 2) ( T ) (23,95) ( 90391 7 90391 )7
. . ii 3 3 3 3 __ (1243617733990094836481 487267171714352336560
U podstaw tego faktu lezy tozsamos¢ x° +y° = X° + Y7, (x4,y4) - ( 609623835676137297449 ’ 609623835676137297449 )7
dzie
& 4 2zy8 24y — y z ktorych to par liczb bierzemy tylko ostatnia,
(33) X=———+ i V=" bo w poprzednich dwéch wystepuja liczby ujemne.

3_ .3 3_ .3
r Y r Y Para (zn,yn) sktada sie z liczb dodatnich takze dla

7 tozsamosci tej wynika, ze liczba bedaca sumag dwoch n=26,8,15,17,19,23,25,...
szeScianéw daje si¢ przedstawi¢ jako suma dwoch

szedcianéw takie w inny sposob. Jednak liczby, ktére w ten sposéb uzyskamy, beda

ogromne, np. para (s, y¢) ma mianownik 338-cyfrowy,
Wychodzac z jakiegokolwiek przedstawienia % + 3/ a para (xs,ys) 5405-cyfrowy.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (29)

Twierdzenie (nieréwnos¢ Minkowskiego): Dla dowolnych i b i 2 i b2
ciagéw liczb rzeczywistych (an), (byn), dla ktérych sumy — @nOn 1 — n — "
oo oo = <z n= + 2= -1
S aZ i Y b2 sa skoniczone, zachodzi nieréwnosé: AB 2 A2 B2 '
n=1 n=1 0 00 9 [SS) 9
= = = skad ;::1 anby, < AB = ;::1 a? - ;::1 b7 , co konczy
Z(a" +bn)? < Z ar, + Z by . dowdd lematu.
n=1 n=1 n=1

Przechodzimy teraz do dowodu nieréwnosci Minkowskiego.
Stosujac nieréwnos$é Cauchy’ego do kazdej sumy po prawej

Dowdd: Najpierw udowodnimy nastepujacy e o
stronie réwnosci

Lemat (nier6wnos$é Cauchy’ego): Dla dowolnych

oo o0 o0
ciagéw liczb rzeczywistych (an), (bn), dla ktérych sumy Z(a" Y b))% = Z an(an + bn) + Z b (an + bn),
Z a? i Z b2 sg skonczone, zachodzi nieréwnosé: n=1 n=1 n=1
n=1 n=1 otrzymujemy
oo
> (an +bn)* <
n=1
o 0 < a? - a bn)?2 b2 - a bn)2
Dowdd lematu: Niech A = 3" a2 iB= > b2 . - 712::1 nz::l( ntba)+ ngl \/,121( ntbn)?,
n=1 n=1
. .. apn : _ bp ., , . )
WOWCZ;aS godstawquc T =74 1Y =5 W nlerownoscl skad po podzieleniu stronami przez |/ > (an + bn)?
zy < £ otrzymujemy n=1
@nbn <1 i + ba dostajemy i (an +by)? < i a3 + i b3.
AB -2 A2 B2 ’ n=1 " " - n=1 " n=1 "
co wysumowane po wszystkich n daje Dowdéd nieréwnosci Minkowskiego jest wiec zakonczony.

Powyzszy dowdd jest z grubsza poprawny. Jakie zawiera usterki i jak je naprawié?
Zobacz za miesiac, czy dostrzegles wszystkie.

Korespondencj¢ do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLEAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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