Zadanie Czebyszewa

FErnest NIEZNAJ W kilku zbiorach zadan do rachunku prawdopodobienstwa pojawia sie
nastepujacy problem.

Zadanie Czebyszewa: Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany
utamek wladciwy jest nieskracalny.

7 pozoru wydaje sie to trudne, gdyz zeby mowi¢ o prawdopodobienstwie,
powinnidmy mie¢ pewna przestrzen probabilistyczna. Tu jej jednak sensownie
zbudowac sie nie da, poniewaz kazdemu ulamkowi trzeba by przypisaé
prawdopodobienstwo zero, gdyz jest ich nieskonczenie wiele.

Z drugiej strony na pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo
wybrana liczba z ciagu kolejnych liczb naturalnych bedzie podzielna przez 2 lub
przez 3, niemal kazdy zapytany da odpowiedZ: 2/3. By¢ moze zatem w naszym
gltéwnym problemie pozostaje ustawié¢ ulamki w pewien okreslony sposob,
zliczy¢ nieskracalne i znalez¢ granice, do jakiej dazy czestos$¢ ich wystepowania,
gdy liczbe wszystkich utamkéw zwiekszamy do nieskonczono$ci. Zapewne

o to chodzito Czebyszewowi.

Rozwiazanie (wlasne): Na poczatek przeprowadzimy obliczenia bez ulamka %
Ustalmy liczbe naturalna n dostatecznie duza i wypiszmy wszystkie utamki
wlasciwe w nastepujacy sposob:
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Widag, ze liczba ulamkéw wilasciwych o mianowniku niewigkszym od n
o jest rowna:
n(n—1)

N=1+2+3+44.. . +(n-1)=——

Aby zliczy¢ te utamki, ktore sa nieskracalne, potrzebujemy funkcji Eulera ¢,
ktorej wartosé ¢(m) to iloéé liczb wzglednie pierwszych z m i niewigkszych
od m, gdzie m jest liczba naturalna. Zgodnie z definicja

— ulamkéw nieskracalnych z 2 w mianowniku jest ¢(2),
— ulamkéw nieskracalnych z 3 w mianowniku jest ¢(3),

— utamkoéw nieskracalnych z n w mianowniku jest ¢(n).

Zatem ulamkoéw nieskracalnych o mianowniku niewiekszym od n jest

K(n)=¢2)+¢3)+ ...+ ¢(n).

Nasz problem sprowadza si¢ wiec do wyznaczenia granicy %, kiedy n — oo.
Skorzystamy teraz z pewnego twierdzenia o funkcji Eulera (znaleZé je mozna

w ksiazce Wladystawa Narkiewicza ,Teoria liczb”, Warszawa 1990, BM tom 50).

Twierdzenie: Przy z > 2 mamy

> o) = 50 + f(a),

n<zx
gdzie f jest pewna funkcja, taka ze wflg?m — ¢ dla pewnej stalej c.
Zatem
Kn) 6 n? 2f(n)

- + — — dy n — oo.

N m2nn—-1) nn-—1) a2 BV
Ostatecznie otrzymujemy nasze prawdopodobienstwo. Zauwazmy jeszcze
jedna rzecz. Mianowicie jesli przyjmiemy dodatkowo, ze utamki nieskracalne
wybieramy z naszego zbioru utamkéw zwyktych powigkszonego o 1
(czyli o ulamki postaci 7r,m = 1,...,n), to wtedy byloby N = w
i prawdopodobienstwo by sie nie zmienilo.
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Drobiazgi

Zatem mozemy sformutowac¢ ,nowe” zadanie: Obliczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze dwie losowo wybrane liczby naturalne sa wzglednie pierwsze.

Oczywiscie odpowiedz otrzymujemy natychmiast z tego, co powiedzieliSmy
6

wyzej, czyli —.

Zadanie Czebyszewa mozna znalezé w zbiorze zadan A.M. Jagtom, I.M. Jagtom,
Nieelemientarnyje zadaczi w elemientarnom izloZenii, Moskwa 1954. Rozwiazanie
tam przedstawione jest inne niz tutaj. Autorzy korzystaja z zasady wlaczen

i wytaczen. Mozemy je réwniez znalezé w ksiazce ,,Okruchy matematyki”

J. Gérnickiego, z tym ze bez rozwiazania. Podana jest tylko odpowiedz: %2)
Funkcja ¢ nie pojawia si¢ tutaj przypadkowo. Zainteresowanych odsytam

do rosyjskiego zbioru zadan.

Kazdy widzi, ze na plaszczyznie z danym kolem styka¢ sie moze najwyzej

6 takich samych kot. Odrobing wyobrazni wymaga spostrzezenie, ze

w przestrzeni z dang kulg stykaé¢ sie moze 12 innych kul o tym samym
promieniu. Wiecej tez nie moze. Nikt nie wie natomiast, ile co najwyzej
identycznych kul moze si¢ stykaé z kulg o tym samym promieniu w przestrzeni
4—wymiarowej. Wiadomo tylko, ze 24 moga, a 26 juz nie.

Dla danej liczby naturalnej n niech s(n) oznacza sume dzielnikéw liczby n
réznych od n. Jezeli dla dwoch liczb naturalnych n i m zachodzi: s(n) = m
oraz s(m) = n, to liczby n i m nazywamy zaprzyjaznionymi. Zaprzyjaznione
sg np. liczby 220 1 284, a takze 12285 i 14595. Do dzi$ nie wiadomo, czy jakas
liczba parzysta jest zaprzyjazniona z jakas liczba nieparzysta.

Redaguje tukasz WIECHECKI

M 979. Pokazaé, ze szachownice 8 x 8 mozna pokry¢ 21 klockami 3 x 1 i jednym
klockiem 1 x 1. Znalez¢ wszystkie miejsca, w ktérych przy takim pokryciu moze
znajdowaé sie klocek 1 x 1.

Rozwigzanie na str. 2

W ostatnich dwéch zadaniach operujemy nastepujacymi typami klockow:

A B C D

M 980. Czy szachownice 8 x 8 mozna pokry¢ 15 klockami typu A i jednym klockiem
typu B?
Rozwiazanie na str. 13

M 981. Czy szachownice 8 x 8 mozna pokry¢ jednym klockiem typu B i 15 klockami,
z ktérych kazdy jest typu C lub D?
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 565. Narysowac schemat ukladu przetaczajacego, umozliwiajacego zamiane
baterii kondensatoréw potaczonych réwnolegle w bateri¢ kondensatoréw potaczonych
szeregowo i odwrotnie.

Rozwigzanie na str. 3

F 566. Kilka jednakowych kondensatoréw potaczono réwnolegle i natadowano

do réznicy potencjaléw ¢o. Nastepnie za pomocs przetacznika potaczono je szeregowo.
Okresli¢ réznice potencjaléw miedzy skrajnymi oktadkami tej baterii. Czy wskutek
przelaczenia energia uktadu ulegta zmianie?

Rozwiazanie na str. 4
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