Klub 44

Regulamin
° o
4

Weterani Klubu 44 F
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma,
P. Gworys, A. Idzik (4), T. Wietecha, J. Lazuka

(jesli uczestnik zdobyl 44 punkty wigcej
niz 3 razy, podana zostala odpowiednia
liczba).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie)

wdwukrotni”:
. Lipkowski, P. Perkowski, M. Wéjcicki;

[

»jednokrotni”:
Borowski, P. Gadzinski, A. Gawryszczak,
Gluza, W. Kacprzak, B. Mikielewicz,
Motyka, R. Musial, A. Nowogrodzki,
Rawlik, R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,
‘Wach.

SHArEy

Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 321 zadaniach:

Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw  1-41,54
Zbigniew Galias ~ Krakéw 38,08
Aleksander Surma — Myszkéw 3-37,60
Jacek Piotrowski — Rozeszéw 34,55
Tomasz Rudny — Warszawa 29,50
Tomasz Wietecha ~ Tarnéw 3-28,70
Artur Arciszewski — Kielce 26,43
Grzegorz Milog — Mielec 24,40
Marek Wéjcicki — Szczecin 2-19,84
Marian Lupiesowiec  — Zebrzydowice 15,76
Andrzej Idzik — Bolestawiec  4-15,17
Jacek Konieczny — Poznaii 12,31
Leszek Grzanka — Chechlo 9,98

Przemystaw Gadzinski — Sroda Slaska 1- 8,61
Marcin Misiak — Poznani 8,16
Kazimierz Gryszko ~ Gliwice 6,85
Piotr Ladyzynski — Michalin 6,04

Lista obejmuje uczestnikow, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 1999-2001 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 6 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs —
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dwumiesi¢czng przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwigzan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po przystaniu rozwigzania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybraé¢ dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesiaca.

6. Rozwigzania zadan z numeru n nalezy nadsylaé¢ do korica miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwigzan zadan z numeru 11/2001 uptynat
31 stycznia 2002). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n + 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przysylaé¢ w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réznych
uczestnikow nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1, z doktadnoscig do 0,1.
Przy ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnos¢ merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomystowos$é metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspotczynnik trudnosci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspdlcezynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli

N oznacza liczbe oséb, ktére nadestaly rozwiagzanie choéby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestnikow za dane zadanie, woéwczas otrzymuje ono wspotczynnik trudnosci
WT =4 — 3S/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwng iloczynowi uzyskanej oceny przez wspélezynnik trudnoscei (z zaokragleniem
do dwdéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadan mozna znalez¢ (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwiazaniami w réznych ksigzkach i czasopismach. Uczestnicy, ktérzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania doktadny odsytacz do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, ze w cytowanym zrédle istotnie znajduje sie pelne rozwigzanie
(dowéd, obliczenie, konstrukeja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawaé zrédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przystala juz rozwiazanie jakiego$ zadania — por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwigzaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsytaczem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadan, obliczone
wedtug reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

7 chwilg osiagniecia sumy 44 punktéow w jednej z tych dwéch dziedzin uczestnik staje sie
cztonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciggu
bra¢ udziat w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéow ponad wartos¢ 44 zostaje zaliczona
na poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie cztonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul
Weterana Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskaé¢ informacje o swoich wynikach, nalezy przystaé¢ do redakcji Delty kartke
pocztows (oddzielng dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca si¢ przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera si¢ material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czoléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesigczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze by¢ wymienione w czotéwce z niezmieniong suma punktéw trzykrotnie;
nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik powiekszy stan swojego konta.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrocie ciekawsze rozwiazania i uogélnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i mozliwo$é
zmian regulaminu.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:
30 IV 2002

m

d, d,

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/2001
Przypominamy tresé zadan:

324. Czastka o masie m; zderzyla si¢ ze spoczywajaca czastka
o0 masie ma, przy czym mi > mo. Jaki jest maksymalny mozliwy kat
odchylenia pierwszej czastki od kierunku poczatkowego? Zakladamy,
ze predkosci czgstek sg znacznie mniejsze od predkosci swiatla.

325. W oscyloskopie elektrony sg przyspieszane napigciem

U = 300V, po czym biegna do ekranu oddalonego o | = 30 cm.
Zakladamy, ze oscyloskop nie ma zadnego ekranowania
magnetycznego.

324. Oznaczmy predkosé poczatkowa pierwszej czastki
przez v, jej predkosé po zderzeniu przez vi, kat odchylenia
przez «, predkosé drugiej czastki po zderzeniu przez v,

a odpowiedni kat przez 3 (rys. 3).

Rys. 3

7 zasady zachowania pedu mamy réwnania
M1V = M1V1 COS & + Mav3 cos 3,
miv1 sin o = mewvs sin 3,

a z zasady zachowania energii — nieréwno$é¢ (ktéra
przechodzi w réwno$é w przypadku zderzenia sprezystego)

2 2 2
miv- > mivi~ + mova”.

Mozemy stad znalezé zwiazek miedzy katem « a dowolna
sposérdéd zmiennych vi, v2 1 (8, a pozostate dwie zmienne
wyeliminowaé. Jesli wyeliminujemy wv2 i 3, to otrzymamy

(m1 4 ma2)vi® + (m1 —ma)v® < 2myvv; cos a.

Widaé, ze maksymalna warto$¢ o wystapi w przypadku
zderzenia sprezystego, a rézniczkujac funkcje cos a(v1)
dochodzimy do wniosku, ze bedzie wtedy spetniony takze

warunek
mi1 —msz
v = vy —.
mi1 + ma2
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333. Na rysunku 2 przedstawiony jest schemat pewnej zabawki
fizycznej. Wewnatrz cylindra wypelnionego przezroczysta ciecza
plywa szklana klepsydra z piaskiem. Poczatkowo klepsydra
m, jest przy gérnym koncu cylindra; zatem po jego obrdceniu
znajdzie si¢ na dole i pozostaje tam, podczas gdy piasek w niej
sie przesypuje. Dopiero, gdy przesypie si¢ okoto potowy piasku, —
klepsydra zaczyna powoli wyptywaé w goére. Dlaczego klepsydra /£
Rys. 1 poczatkowo pozostaje na dole i dlaczego zaczyna wypltywacé? —

Zadania z fizyki nr 332, 333
Redaguje Jerzy B. BROJAN

332. Rura sklada sie z odcinkéw o érednicach d; i d2, w ktérych moga sie poruszaé
bez tarcia ttoki o masach mi i ma (rys. 1). Poczatkowo drugi ttok byt nieruchomy,

a pierwszy poruszajac si¢ w prawo zaczal spreza¢ gaz. Jaki warunek muszg spetniaé
wymienione parametry, aby w pewnej chwili drugi ttok osiagnal energie kinetyczna
rowna poczatkowej energii pierwszego? Zalozy¢, ze przemiana gazu jest odwracalna.

Rys. 2

a) Oscyloskop umieszczono na réwniku, gdzie pole magnetyczne
ma kierunek poziomy, a jego indukcja wynosi 1,75 - 107° T.

Po jakim torze porusza si¢ plamka na ekranie, jesli oscyloskop
powoli obracamy wokét osi pionowej? Podaé wartosci parametrow
opisujacych ten tor. Dane: ladunek elementarny wynosi
e=1,6-10"' C, masa elektronu m = 9,1 - 103! kg.

b) Jak zmieni si¢ tor plamki, jesli dodwiadczenie przeprowadzimy w
miejscu, gdzie wektor indukcji ma warto$é taka sama, jak podano
wyzej, a jego kierunek tworzy kat 60° z poziomem? Podaé wartosci
parametréw toru.

Rozwiazanie jest dane wzorem sin amax = ma/ms1.
Odnotujmy tez, ze gdy « jest maksymalne, to zachodzi
zwiazek a + 23 = 90°.

325. a) Oznaczmy kat miedzy poczatkowym kierunkiem
wiazki a polem przez 0. Sita dzialajaca na elektrony

ze strony pola magnetycznego jest skierowana pionowo,
a jej warto$¢ wynosi F' = evBsin 6 (jak nietrudno
sprawdzié¢, kat odchylenia wiazki jest niewielki,

zatem mozemy tez pominaé¢ zmiane kierunku sity).
Predkos¢ elektronéw v wyznaczamy z bilansu energii,
czyli z réwnania (1/2)mv? = eU, a dalej znajdujemy
przesuniecie pionowe plamki

1 o F /1\2 eBl%sinf e 5 .
=—at’=—|(-) = =,/ Bl 6.
Y 2 a 2m (v) 2mu 8mU s

Podstawienie danych liczbowych daje wynik

y = 13,5 mm - sin §. Zatem podczas jednostajnego obrotu
oscyloskopu plamka bedzie poruszata sie wzdtuz osi
pionowej ruchem harmonicznym z amplituda 13,5 mm.

0o @

b) Pozioma sktadowa wektora B ma obecnie dwukrotnie
mniejsza wartos$é, a wiec amplituda pionowego ruchu
plamki zmaleje do 6,7 mm. Ponadto na wiazke oddzialywaé
bedzie pionowa sktadowa B, dajac stale (niezalezne od
ustawienia oscyloskopu) poziome przesuniecie plamki

o wartosci 13,5 - cos 30° = 11,7 mm.




1. Podtrzymujemy palcem pionowy pret
i utrzymujemy go w pionie ,balansujac”,
tzn. odpowiednio przesuwajac palec.
Zalézmy, ze jeden koniec preta jest
grubszy (tzn. ciezszy); czy nasze zadanie
jest tatwiejsze, gdy grubszy koniec jest
na goérze, czy na dole?

2. W pochytym korytku umieszczono
kilka magneséw i do kazdego doczepiono
od strony gérnego konca korytka

3 stalowe kulki.

Nastepnie jeszcze jedna kulka lekko
uderzono od dolu w najnizszy magnes.
Pod wplywem tego uderzenia ostatnia
z kulek przy tym magnesie odskoczyta
i uderzyta w drugi magnes itd. itd.
Zaskakujace jest to, ze w rezultacie
kolejne kulki przeskakujg w gore, choé
poczatkowe uderzenie moze by¢ dosé
lekkie, energia nadana pierwszej kulce
byta niewielka. Skad pochodzi wigc
energia grawitacyjna uzyskana przez
nastepne kulki?

3. W dwdbch jednakowych garnkach mamy
jednakowe ilosci wody — w pierwszym

o temperaturze 20°C, a w drugim —

o temperaturze 0°C. Temperatura
otaczajacego powietrza wynosi 20°C.
Stawiamy garnki na jednakowym malym
ogniu i mierzymy zmiany temperatury

z uplywem czasu, az oba beda gorace.
Czy réznica temperatur bedzie
pozostawala réwna 20°C, czy bedzie
rosta, czy malala, czy poczatkowo rosta,
a potem malata, czy na odwrét?

Rys. 2

Po raz czwarty na warszawskim Festiwalu Nauki we wrzesniu 2001 r. przeprowadzony zostal
Turniej Rozwigzywania Zadan z Fizyki, ktéremu patronuje redakcja Delty. Niestety, tym
razem liczba uczestnikéw byta mniejsza, niz poprzednio — by¢ moze, wskutek wybrania

mniej dogodnego terminu. Pierwsze miejsce zdobyl Robert Paciorek (ubiegloroczny ,srebrny
medalista”), a dalsze miejsca zajeli: Wojciech Piasecki, Konrad Zakrzewski (ubiegloroczny
zwyciezca) i Nguyen Viet Dung. Wybrane zadania turniejowe zamiesciliémy obok.

A teraz omoéwienie niektérych zadan z ostatniego rocznika Delty:

Zadanie 302. [Sila wzajemnego odpychania dwéch naladowanych, przylegajacych pétkul]
(wspétezynnik trudnosci WT = 2,84; liczba poprawnych rozwigzain LPR = 2). Zamiast
catkowania sit dziatajacych na poszczegélne elementy poétkuli mozna bylto postapi¢ podobnie
jak przy obliczaniu sily parcia — przedstawié taczng sile jako iloczyn pola przekroju 72
przez ,cisnienie”. Takie bylo rozwiazanie A. Idzika; ocen¢ powyzej 0,5 otrzymal jeszcze
K. Gryszko.

Zadanie 311. [Czy przewodnictwo cieplne danego materialu wynika z emisji i absorpcji
promieniowania podczerwonego?] (WT = 3,73; LPR = 1) i zadanie 313 [Gdzie znika energia
fali dzwigkowej, gdy gestosé gazu maleje do zera?] (WT = 4,00; LPR = 0). Niezbyt szczesliwie
wypadla préba wiaczenia do Ligi zadan polegajacych na wielostronnej analizie zjawisk
fizycznych, bez postawienia problemu obliczeniowego. Zadania takie sa bardzo odlegte od tego,
co zwykle nazywa si¢ ,zadaniem z fizyki” — z tego zapewne powodu wielu Czytelnikéw byto
zdezorientowanych i ,spasowalo”. Tym wicksza chwala M. Wéjcickiemu, ktéry nie dal sie
zbi¢ z tropu i nadestal dobre rozwigzanie zadania 311.

Zadanie 312. [Czy réwnia pochyla, na ktérej polozono ciezki klocek, ruszy z miejsca i z jakim
przyspieszeniem?] (WT = 2,13; LPR = 5). Wigkszos$¢ Czytelnikéw rozwigzywala zadanie dla
dowolnego stosunku mas klocka i réwni, a nastepnie przechodzita do granicy myg/mysw — 0.
Tak postapili A. Idzik, T. Wietecha i J. Piotrowski, natomiast inng — czysto geometryczna
i elegancka — metode wybral P. Gadzinski. Oznaczmy przez i ?‘p sity oddzialywania

na réwnie ze strony klocka i podloza (rysunek 1). Poniewaz masa réwni jest pomijalnie mata,
wiec sity te musza si¢ réwnowazy¢ (leza na tej samej prostej); z drugiej strony, kat miedzy

silg oddzialywania dwoch powierzchni a normalng do tej powierzchni nie moze przekroczy¢
warto$ci arctg f, gdzie f — wspoélczynnik tarcia. Jesli wigc arctg fi1 + arctg fo < a, to jedynymi
sitami spelniajacymi powyzsze warunki sa sity rowne zeru, a to oznacza swobodny spadek
klocka i ruch réwni z przyspieszeniem a = g ctg . Jesli powyzsza nieréwnosé nie jest spelniona,
to co najmniej jeden z katéw miedzy I7k) lub ITI: a normalna do odpowiedniej powierzchni jest
mniejszy od maksymalnego, co oznacza brak poslizgu, czyli réwnia jest wtedy nieruchoma.
Piate dobre rozwigzanie — M. Wéjcicki.

Zadanie 315. [Z opornikéw i diod zbudowaé obwéd o danej charakterystyce
pradowo-napieciowej] (WT = 1,84; LPR = 4). Szukany obwd6d mial byé¢ ,jak najprostszy”,

co mozna bylo réznie interpretowaé. Redagujacy Lige uznal, ze nalezy uzy¢ jak najmniejszej
liczby elementéw i malostkowo potracal z oceny 0,1 za kazdy element powyzej siedmiu.
Wedlug takiego kryterium najlepszym okazalo si¢ rozwigzanie T. Wietechy, a dalej ex aequo
A. Nowogrodzkiego i A. Idzika oraz M. Wéjcickiego.

Zadanie 316. [Odchylenie wahadla Foucaulta od pionu] (WT = 2,50; LPR = 2). Do podanego
w Delcie wyniku wkradla si¢ pomytka rachunkowa — prawidlowy wynik to 0,087 mm.

Zadanie 317. [Dlaczego w atmosferze Ziemi jest wiecej argonu niz neonu?| (WT = 2,44;
LPR = 2). Tu btad w rozwiazaniu firmowym byl nieco powazniejszy — izotop “CAr powstaje
z 0K wskutek wychwytu elektronu, a nie rozpadu 31. Doktadne dane na temat kanaléw
rozpadu 49K wyszukat J. Piotrowski, a ocene powyzej 0,5 otrzymal jeszcze A. Idzik.

Zadanie 320. [Wyznaczy¢ polozenie ognisk soczewki, gdy dane jest polozenie obrazéw A’ i B’
dwéch danych punktéw A i B] (WT = 2,50; LPR = 4). Nieznacznie zmieniona w poréwnaniu
z rozwigzaniem firmowym byla konstrukcja nastepujaca: po wyznaczeniu srodka soczewki

i osi optycznej metoda podang w Delcie prowadzimy z punktu A promien réwnolegly do osi
optycznej. Po zalamaniu promien ten trafi do A’, przedtem jednak przetnie o$ optyczna,

a w punkcie przeciecia lezy ognisko. Takie rozwigzania przystali A. Idzik, L. Grzanka

i (w nieco innym wariancie) T. Wietecha, natomiast catkowicie odmienne i bardzo oryginalne
bylo czwarte dobre rozwigzanie, ktérego autorem jest P. Gadzinski. Oto ono: Po wyznaczeniu
standardowa metoda (tzn. jako przecigcie prostych AA’ i BB’) érodka soczewki O rysujemy
dowolne dwie proste a i b wzajemnie prostopadte i krzyzujace si¢ w O (rysunek 2). Jesli

jedna z tych prostych uznamy za o$ soczewki, a druga za os optyczna, to mozemy narysowac
promien AE biegnacy z A réwnolegle do osi i tak samo, jak w opisanej wyzej metodzie,
wyznaczy¢ ,ognisko” F (cudzystéw wynika z dowolnosci wyboru prostych a i b, czyli punkt ten
na ogdl nie pokrywa si¢ z ogniskiem). Poprowadzmy teraz z F prostopadla do osi, ktéra
przetnie prosta AA’ w punkcie D. Kluczowym punktem rozwiazania jest prosty rachunek,

z ktérego wynika, ze polozenie punktu D nie zalezy od wyboru a i b. Jesli wiec wyznaczymy
punkt D, to — poniewaz kat OF' D jest prosty — mozemy by¢ pewni, ze ognisko lezy na okregu,
ktérego $rednica jest OD. Powtarzajac te sama konstrukcje dla punktéw B i B’ otrzymujemy
nowy okrag, a ostatecznie ognisko lezy w jednym z punktéw przeciecia tych okregéw (pominmy
juz kwestie, w ktérym).
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 435, 436

® Redaguje Marcin E. KUCZMA

435. Rozwazamy slowa binarne, tj. ciagi zerojedynkowe (dowolnej dtugosci
skoniczonej). Stowo powstale przez napisanie pod rzad trzech identycznych kopii
— dowolnego stowa binarnego bedziemy nazywaé tréjniakiem (przyktad: 010101).

o Okreslamy operacje dopuszczalne. Kazda taka operacja polega na rozerwaniu stowa
w dowolnym miejscu i wstawieniu w powstala luke dowolnego tréjniaka (takze
dopisanie tréjniaka na poczatku lub na koncu stowa), badz tez na wykresleniu

Termin nadsylania rozwigzan:
30 IV 2002

dowolnego fragmentu bedacego tréjniakiem. Startujemy od stowa 01 i wykonujemy ciag
operacji dopuszczalnych. Czy jest mozliwe uzyskanie stowa 10 ?

436. Znalez¢ wszystkie funkcje rézniczkowalne f: R — R spelniajace rownanie

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2001

Przypominamy tresé zadan:

427. Ciag (x,) jest okreslony rekurencyjnie: zg = 1,

Tpt1 = Tn cos?z, dlan =0,1,2,.... Znalezé wykladnik p,
dla ktérego ciag (n”z,) ma granice dodatnia, skorficzong,
i obliczy¢ te¢ granice.

428. Dane sg liczby rzeczywiste a1, ..., an . Dla dowolnego

niepustego zbioru JC{1,...,n} oznaczmy przez s; sume¢

427. Ciag (xn) jest malejacy, a jego wyrazy sa liczbami
dodatnimi, wiec istnieje granica A = limz,, € (0; 1).

Dana zaleznos¢ rekurencyjna daje w granicy

réwnanie A = \cos? )\, ktérego jedynym rozwiazaniem

w przedziale (0;1) jest A = 0. Zatem ciag (x,) jest zbiezny
do zera.

Okreslamy pomocniczy ciag (an) o wyrazach

an = 121 — 3%2 i obliczamy jego granice:

n+1 n

2 2

Xy~ Tpgq 22(1 — cos ) _
In= "2 T zicostz o
nlp4q n n
sinzn\2 1+ cos?xn
= . — 2.
Tn cos? z,,

Tworzymy ciag, ktérego wyrazami sa Srednie arytmetyczne

poczatkowych odcinkéw ciagu (an); jest on (w mysl

znanego twierdzenia) takze zbiezny do granicy 2:
ao+...+an,1_1(1 1)

2z

n n

2

n\x2 nr2

Licznik ostatniego utamka dazy do 1, wiec mianownik nz2
musi dazy¢ do 1/2. Tak wiec n'/? .z, — 1/+/2. To znaczy,
ze clag postaci (n’x,) ma granice dodatnia, skoniczona
jedynie dla wyktadnika p = 1/2; granica ta wynosi 1/v/2.

f(22) = f(z) + 2 f'(20)

dla z € R.

wszystkich liczb a; o numerach j € J. Udowodni¢, ze

n
Z 52 < (n41)2" 2 Z a;z-
J

=1

(symbol J w pierwszym sumowaniu przebiega rodzing wszystkich
niepustych podzbioréw zbioru {1,...,n}).

428. Ustalmy liczbe naturalng & < n. Dla kazdego
k-elementowego zbioru wskaznikéw J = {j1,...,jr}
zachodzi nieréwnos$¢ Cauchy’ego—Schwarza:

5?,: (1-aj +44.+1-ajk)2 Sk(a?l —&-...—l—a?k).
Dodajemy tak otrzymane nieréwnosci dla wszystkich
k-elementowych zbioréw J; po prawej stronie pojawi
sie suma kwadratéw wszystkich liczb a;, przy czym

kazda z nich wystapi (Z:i) razy (bo tyle jest sposobow

uzupelnienia ustalonego numeru j do k-elementowego

zbioru J). Zatem
2 n—1 - 2
E s(,gk(k_l) E aj.

J: | J|=k j=1

Biorac wszystkie mozliwe wartosci k£ dostajemy nieréwnos$é
n
Saco Y
J j=1
gdzie
B — k—1) pt k—1 — k-1)

= Z(nfl) <Z_§) +2" P =(n—1)-2" 242" =
k=2 _ (n + 1) . 2n72.

Daje to teze zadania.

w

w

Rozwigzanie zadania M 980.
Nie. Pokolorujmy szachownice

Rozwigzanie zadania M 981.
Nie. Pokolorujmy szachownice

tak jak na rysunku obok.

jak na rysunku obok. Kazdy

Klocek typu B pokrywa dwa

klocek typu C i D pokrywa

pola biate i dwa czarne,

parzysta liczbe pdl czarnych oraz

natomiast kazdy klocek typu

bialych, a klocek typu B pokrywa

A pokrywa nieparzysta liczbe
pol kazdego rodzaju. W sumie

nieparzysta liczbe pél czarnych
i bialych. Z istnienia pokrycia

15 klockéw typu A i jeden typu B

wynikaloby, ze liczba pél kazdego

pokrywalyby wiec nieparzysta
liczbe pél bialych. Sprzecznosé. Rys. 4

13

koloru jest nieparzysta.
Rys. 5



Rys. 1

Rys. 3

Czas na oméwienie sezonu ligowego 2000/2001.

Ktory to juz z kolei? Dwudziesty. Tak; liga matematyczna wystartowalta 20 lat temu.
W numerze 9/1981 ukazaly si¢ zadania nr 1, 2, 3. Jak zwykle, gdy liczba lat konczy si¢ zerem,
daje to okazje do jubileuszu, sktania do spojrzenia wstecz.

Sezon ligowy odpowiada w zasadzie rokowi szkolnemu. Kolejne sezony oddziela dwumiesieczna
przerwa. Obecnie sa to numery 7 i 8, ale w dawniejszych latach bywaly to czasami inne dwa
miesiace. Potezne zakl6cenie mialo miejsce w sezonie 1989/90, gdy los Delty byl mocno
niepewny: numery 11/1989-3/1990 w ogdle sie nie ukazaly, a przerwa ,wakacyjna’ zostala
przesunieta do numeréw 11 i 12.

Przez pierwsze trzy i p6t roku mieliSmy po trzy zadania w numerze. Potem do matematyki
dotlaczyta fizyka i od stycznia 1985 zaczeliSmy zamieszcza¢ po dwa zadania z kazdej z tych
dwéch dziedzin.

Oto mata statystyka — w rozbiciu na sezony ligowe. W kolejnych kolumnach mamy:

— (w nawiasie) liczbe zadan z matematyki w sezonie;

— liczbe nowych uczestnikéw ligi;

— (gruba czcionka) liczbe nowych czlonkéw Klubu 44 M;

— liczbe przekroczen bariery ,44 punkty” (rézni si¢ od poprzedniej tym, ze liczone sa
przekroczenia powtérne i wszystkie dalsze);

1981/82 (24) 75 O 0  1991/92 (20) 12 3 5
1982/83 (33) 96 9 11  1992/93 (20) 13 3 9
1983/84 (30) 99 17 26  1993/94 (20) 21 4 8
1984/85 (25) 54 11 18  1994/95 (20) 14 1 4
1985/86 (20) 55 7 14  1995/96 (22) 15 3 7
1986/87 (20) 51 6 16  1996/97 (20) 13 4 9
1987/88 (20) 21 6 10  1997/98 (20) 6 1 3
1988/89 (20) 31 3 8  1998/99 (20) 9 4 7
1989/90 (20) 11 4 8  1999/00 (20) 8 4 8
1990/91 (10) 13 3 3  2000/01 (20) 11 2 10

Suma liczb z przedostatniej kolumny, réwna 95, to aktualna liczba cztonkéw Klubu 44 M;
niedaleko do setki. Suma liczb z jeszcze poprzedniej kolumny — to taczna liczba wszystkich
uczestnikéw, ktérzy pojawili si¢ w lidze (do momentu zamkniecia sezonu 2000/01);

wynosi ona 628. Trzy czwarte sposrod tych nazwisk pojawito sie juz w pierwszych siedmiu
latach zycia ligi. Potem widac¢ spadek zainteresowania. Zbiega si¢ to z okresem Wielkich
Przemian w naszym kraju; starsi Czytelnicy dobrze wiedza, o czym mowa. Mniej czasu
mozna bylo przeznaczaé na beztroska zabawe (ktéra nasza liga zawsze pragneta byé i pragnie
pozostac). Ale w koncowych wierszach widaé¢ jakby drgniecie w gére. Moze kolejni Czytelnicy
sprébuja dotaczy¢ do zabawy? Bardzo zachecamy.

Przechodzimy do oméwienia zadan; jak zwykle, przedstawiamy rozwigzania ciekawsze
od firmowych”, komentarze i uogdélnienia oraz odnotowujemy te zadania, gdzie poprawne
rozwigzania byly nieliczne.

Zadanie 402. [ABCD — réwnoleglobok; K i L — punkty przeciecia prostych BC' i CD

z dwusieczna kata DAB = érodek okregu (CK L) lezy na okregu (BCD)] (wsp6lezynnik
trudnosci WT'=1,71; liczba poprawnych rozwiazan LPR=13). Niezbyt trudne; sporo
dobrych rozwiazan — w wiekszosci podobnych do firmowego. Na ich tle wyréznia sie
prostota rozwiazanie, ktére podal W. Bednorz (rysunek 1): Niech S bedzie srodkiem

tego tuku BD okregu (BCD), na ktérym lezy punkt C. Z réwnosci |SD| = |SB|,
|LSDL|=|/SDC|=|,LSBC|=|/.SBK]| oraz |DL| = |AD| = |BC| i |BK| = |AB| = |DC|
wynika, ze tréjkat SDL przystaje do SBC, a tréjkat SBK przystaje do SDC. Zatem

|SL| = |SC| = |SK]|; a to znaczy, ze S (punkt okregu (BCD)) jest $rodkiem okregu (CKL).

Zadanie 405. [AABC nieréwnoramienny; okregi ka, kg, k¢, przechodzace przez $rodek
okregu wpisanego, styczne do par bokéw, przecinaja sie parami w punktach P, Q, R
(rysunek 2) = $rodki okregéw (AIP), (BIQ), (CIR) sa wspélliniowe] (WT = 3,26; LPR = 6.)
Piekne rozwigzanie, odwolujace sie do twierdzenia Desarguesa, przedstawili M. Adamaszek
i L. Duraj: proste symetralne odcinkéw AI, BI, CI wyznaczaja trojkat A’ B’C’, ktérego

wierzchotki lezg na przediuzeniach tych odcinkéw (uzasadnienie

— ciekawe i niezbyt trudne zadanie dla Czytelnika); srodki I4,

Ip, Ic okregdw k4, kp, kc leza na tych odcinkach; I jest punktem

perspektywicznym pary tréjkatéw A’B’C’ i I4Iglc, ktére wobec tego

maja takze o$ perspektywiczna, przechodzaca przez punkty przeciecia

par prostych: B'C' NIglc, C'A'NIcIa, A’ B’ NIalp (rysunek 3)

— a te trzy punkty to $rodki okregéw (AIP), (BIQ), (CIR). Podobne
C rozwigzanie, cho¢ z pomytkami, podal P. Sulich.

‘W. Bednorz oraz J. Gismatullin rozwiazali zadanie stosujac
twierdzenie Menelausa (faktycznie dowodzac po drodze twierdzenia
Desarguesa, bez uzywania jego nazwy), a M. Peczarski zastosowal
inwersje wzgledem punktu I, jak w rozwiazaniu firmowym.
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Weterani Klubu 44 M
(w kolejnosci uzyskiwania
statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5), M. Gatecki (5),
J. Uryga (4), A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin,
J. Ciach (5), M. Prauza, P. Kumor (6),
P. Gadzinski (7), K. Jedziniak, J. Olszewski (5),
L. Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (4),
T. Jézefczyk, J. Witkowski, W. Bednorz

(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

wdwukrotni”:
Z. Bartold, A. Czornik, B. Dyda,
P. Jedrzejewicz, M. Kasperski, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, D. Kurpiel, J. Lazuka,
J. Matopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, P. Kubit, K. Patkowski, M. Peczarski,
K. Piéro, S. Solecki, G. Zakrzewski;

»jednokrotni”:
M. Adamaszek, W. Bednarek, T. Bieganski,
W. Boratynski, M. Czerniakowska, A. Daniluk,
P. Figurny, M. Fiszer, Z. Galias, L. Gasinski,
A. Gluza, T. Grzesiak, K. Hryniewiecki,
K. Jachacy, J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,
T. Kulpa, A. Langer, R. Latata, P. Lipinski,
P. Lizak, J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek, R. Mitraszewski,
M. Mostowski, W. Olszewski, R. Pikuta,
B. Piotrowska, W. Pompe, M. Roman,
M. Rotkiewicz, A. Ruszel, J. Siwy, Z. Skalik,
A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymeczyk, K. Trautman, P. Wach, K. Witek,
A. Woryna, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Lista uczestnikéw ligi zadaniowe]j
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 423 (WT=2,60) i 424 (WT=1,25)
z numeru 6/2001

Marcin Peczarski - 1-47,43
Krzysztof Zapisek - 42,22
Witold Bednarek - 1-41,46
Tomasz Wietecha - 4-40,76
Michal Adamaszek - 1-40,64
Jerzy Cisto - 38,66
Andrzej Jézwik - 37,72
Jacek Klisowski - 36,96
Zbigniew Galias - 1-35,12
Wojciech Maciak - 34,30
Marian Lupiezowiec — — 34,24
Tomasz Rawlik - 4-32,65
Krzysztof Jasek - 32,63
Artur Arciszewski - 32,53
Nikodem Szpak - 32,27
Swiatostaw Gal - 30,94
Zbigniew Sewartowski — 29,55
Marcin Kasperski - 2-28,02
Monika Nagérko - 24,70
Lech Duraj - 23,79
Andrzej Nagérko - 23,40
Pawel Walter - 23,40
Lukasz Kaminski - 22,98

Legenda (przykladowo):

stan konta 4-40,76 oznacza, ze uczestnik
juz czterokrotnie zdobyl 44 punkty, a w kolejnej
(piatej) rundzie ma 40,76 punktéw.

Marcin Peczarski koficzy druga
czterdziestoczteropunktows runde.

Zestawienie obejmuje wszystkich uczestnikéw
ligi, ktérzy spelniaja nastepujace dwa warunki:
— stan ich konta (w aktualnie wykonywanej
rundzie) wynosi co najmniej 20 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej jednego
zadania z rocznika 1999, 2000 lub 2001.

Nie drukujemy wigc nazwisk tych uczestnikéw,
ktérzy rozstali sie z liga trzy lata temu

(lub dawniej); oczywiscie jedli ktokolwiek z nich
zdecyduje sig wrécié do naszych matematycznych
tamigléwek, jego nazwisko automatycznie wréci
na liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadanie 408. [P € AABC o $rodku ciezkosci Gj
PD||AG, PE|BG, PF||CG (D, E, F na bokach BC,
CA, AB); Spar +Spep +Spce =7 (WT = 2,30;
LPR = 13). Raczej latwe; prawie wszystkie

przystane rozwigzania zgrabniejsze od firmowego.
Uroda urzeka rozwigzanie W. Bednorza

(starogreckie ,patrz”’; rysunek 4): prowadzimy
przez punkt P proste réwnolegte do bokéw AABC
— odcinki PD, PE, PF sa $srodkowymi

w malych tréjkatach podobnych (do ABC), A
wiec S3 = S4, S7 = Sg, S11 = S12; oczywiscie

S1 =82, S5 = Sg, Sg = S10, zatem ostatecznie

(S2 + S3) + (Ss + S7) + (S10 + S11) = 3SaBcC.

Rys. 4

Zadanie 409.[Szescian K zbudowany z klockéw K1, ..., K2000 0 rozmiarach 2 X 2 X 1 =
istnieje prosta przecinajaca wnetrze K, nieprzecinajaca wnetrza zadnego K;] (WT = 2,13;
LPR = 10). Pisze Bartek Dyda: Mam wrazenie, ze w tresci zadania mial byé jeszcze warunek
réwnoleglosci tej prostej do ktdrejs krawedzi. Wrazenie ze wszech miar stuszne, panie Bartku!
Warunek réwnolegtosci, naturalny i oczywisty, zaréwno dla redaktora ligi, ktéry nie zauwazyt
braku owego warunku, jak réwniez dla wielu rozwiazujacych, ktérzy go ,oczami duszy” ujrzeli
i pod$wiadomie do zadania dolaczyli. Tak utrudnione zadanie (powtérzmy — zgodne z intencja
redaktora) rozwiazali M. Adamaszek, W. Bednorz, P. Gadzinski, K. Patkowski,

M. Peczarski, P. Walter; metoda jak w rozwigzaniu firmowym.

Jednak zadanie w podanym brzmieniu tresci dopuszczalo dowolne potozenie prostej.

Skoro tak, to wystarczy ja uko$nie wsunaé¢ miedzy dwa sasiadujace klocki, przecinajac wnetrze
szeScianu K na krétkim odcinku w poblizu ktérejs krawedzi; takie banalne rozwiazanie
oczywiscie takze otrzymywalo ocene maksymalna.

Zadanie 413. [c > 2b > 4a > 0 = I\ > 0: {Aa}, {\b}, {Ac} € (%, %)] (WT = 2,40; LPR =T).
Autorzy dobrych rozwiagzan: M. Peczarski, P. Walter, T. Wietecha, A. Woryna,

P. Kumor, P. Gadzinski, W. Bednorz; rozwigzania izomorficzne z firmowym lub
bardziej zawite.

Zadanie 416. [Funkcja f: Zi — R spelnia warunki: (zyz = 0= f(z,y,2) =0) oraz

(Pez?, P;eZ? (i=1,...,6) - réime punkty, |[PPi| =v2 = f(P) =1+ f(P));
wyznaczy¢ f| (WT = 2,27; LPR = 9). Wszystkie rozwigzania podobne do firmowego:

dowdd, ze istnieje co najwyzej jedna taka funkcja oraz odgadniecie (ewentualnie poparte
jakimi§ motywami heurystycznymi) wzoru f(z,y, z) = 3zyz/(x + y + z). Lech Duraj opatrzyt
to rozwigzanie nastepujaca ciekawa uwaga: z punktu P € Zi rozpoczynamy bladzenie losowe,
w kazdym kroku przemieszczajac sie o odcinek dtugosci v/2; wéwezas f(P) jest wartoscia
oczekiwang czasu dojscia do jednej z plaszczyzn . =0, y =0, 2 = 0.

Zadanie 417. [Maksymalizacja sumy Zle |7 () — i| dla permutacji 7 zbioru {1,2,...,2n};
ile permutacji daje to maksimum?] (WT = 1,42; LPR = 22). Wynik: maksimum= 2n? osiagane
dla (n!)? permutacji — tych, ktére odwzorowuja zbiér {1,...,n} na {n+1,...,2n} i na odwrét.

Zadanie nietrudne, jak wynika z wartosci WT. Aby je wzbogacié¢, M. Peczarski zbadal
analogiczne zagadnienie dla permutacji zbioru {1,2,...,2n+1}, uzyskujac wynik:
maksimum= 2n(n + 1) osiagane dla (2n+1)(n!)? permutacji — tych, ktére spetniaja jeden
z warunkéw (1), (2), (3) (oznaczenia: A = {1,...,n}, m =n+1, B = {n+2,...,2n+1}):
(1) A= B, B> A, m—m;

(2) J3a€ A, be B: A\{a} — B\ {b}, B— A, a— mb;

(3) Ja€e A, beB: A— B, B\{b} - A\{a}, b—>m—a.

Troche szkoda, ze zadanie dotyczylo tylko zbioréw o licznosci parzystej.

Zadanie 421. [A = {1,...,n}; ile jest funkcji f: A — A: f?~2 = const, fm"~3 # const ?]
(WT = 2,12; LPR = 11). Ogélniej, mozna dla kazdego k < n pytaé o liczbe funkcji f: A — A
spelniajacych warunki f* = const, f¥~1 # const. M. Peczarski numerycznie wyznaczy}
owe wartosci dla wszystkich par £k <n <5. A. Woryna wyprowadzil wzér ogdlny w postaci
wielowskaznikowej sumy: rozwazana liczba wynosi n! Z 512853 . 52’11(51!52! s
sumowanie po wszystkich uktadach (s1, s2,...,si) dodatnich liczb catkowitych, ktérych
suma jest réwna n — 1. Ciekawe, czy to si¢ da ,zwina¢” — moze kto$ z Czytelnikéw potrafi
co$ powiedzieé¢ na ten temat?

Zadanic 422. [an = [[,_, ' sin2~"km; A =lima? " =7] (WT = 1,09; LPR = 19).

Zadanie, jak wida¢, tatwe, ale ciekawe dzieki dos¢ istotnie réznigcym sie sposobom rozwiazania.
B. Dyda, P. Gadzinski, W. Bednorz, P. Sottan zauwazyli, ze liczba In(a2™ ") jest

sumg catkows funkcji f(x) = In(sin 7z) na przedziale (0; 1), odpowiadajaca podzialowi

na 2™ réwnych czesci; w granicy dostajemy prosta do obliczenia catke fol f(x)dx = —1In2;

stad A = % J. Cisto, J. Olszewski, A. Woryna wykazali, ze dla kazdej liczby naturalnej m
zachodzi tozsamosé H:le sin(km/m) = 2'=™m (badajac wielomian 2™ — 1 i jego rozktad

na czynniki liniowe); ta tozsamos$é natychmiast daje wynik A = % Pozostali autorzy przystali
rozwigzania podobne do firmowego.
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