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Niech (an) bedzie ciagiem okreslonym wzorem a, = [%}
Oto ciekawe wlasnosci tego ciagu.

1. Postugujemy si¢ systemem o podstawie a1 = 10.

2. I'-limatias ukazuje si¢ po raz az = 50.

3. Delta ma numer az = 333.

4. Kwadrat numeru I'-limatiasu jest réwny as = 2500.

5. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p liczba a,

jest zakonczona zerem. Wyjatki: az = 333 i ar = 1428571.
6. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p liczba a, dzieli sie
przez 9 (wyjatki: p = 2,5,7) oraz przez 11 (wyjatki:
p=2,3,5"711).

7. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p dajacej przy
dzieleniu przez 6 reszte 1, liczba a, dzieli sie przez 7,

13 i 37. Wyjatki: liczba ay = 1428571 jest pierwsza, ai3
nie dzieli sie przez 13, as7 nie dzieli sie przez 37.

7. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p liczba ag, dzieli si¢
przez a,. Wyjatki: wszystkie liczby pierwsze mniejsze od 50
oprocz 21 5.

8. Dla prawie kazdej liczby pierwszej p liczba as, dzieli sie
przez a,. Wyjatki: wszystkie liczby pierwsze mniejsze

od 333 oprécz 3.

O ROWNYCH SUMACH DWOCH KWADRATOW

Liczba 50 jest najmniejsza liczba rozktadajaca sie

na sume dwéch kwadratéw liczb catkowitych dodatnich
na dwa sposoby, mamy bowiem 50 = 7% + 1% = 5% + 52,
7 tej okazji zajmiemy si¢ rownymi sumami dwoch
kwadratow.

O rozktadzie liczb na sumy dwéch kwadratéw wiadomo
wlasciwie wszystko.

Niech dana bedzie liczba naturalna n, ktérej rozktad
na czynniki pierwsze wyglada nastepujaco:
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n=2"py'py ot e )t
gdzie p1,p2,...,pr sa réoznymi liczbami pierwszymi

dajacymi przy dzieleniu przez 4 reszte 1, q1,q2,...,q sa
roznymi liczbami pierwszymi dajacymi przy dzieleniu przez
4 reszte 3, a wszystkie wyktadniki s1, s2,..., sk, t1,t2,...,t
sg dodatnie. Wéweczas liczba n daje si¢ przedstawié¢ jako
suma kwadratow dwéch liczb catkowitych nieujemnych
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyktadniki ¢1,t2,..., %
sa parzyste. Liczba takich przedstawien jest réwna

(s1+1D)(s2+1)...(sp+1)+1
2

7 powyzszego wzoru wynika, ze istnieja liczby majace
dowolnie wiele rozktadéw na sume dwoch kwadratow.
Najmniejsza liczba, ktéra dopuszcza 2 przedstawienia,
jest 25. Jednakze 25 = 5% + 0% = 4% + 3%, wiec
przedstawienie w postaci sumy dwoch kwadratow liczb
catkowitych dodatnich jest tylko jedno.
Trzy réwne sumy kwadratéw otrzymujemy po raz pierwszy
dla liczby

325 =5%.13 =18+ 12 = 17> + 6> = 15 + 107,
a cztery dla
1105 =5-13-17 = 33> + 4% =

=322 492 =312 + 122 = 24% 4+ 232 .

Dla liczby 4225 = 52 - 132 mamy 5 rozktadéw, z czego 4
w liczbach dodatnich:

65° + 0% = 63° 4+ 16 = 60 + 25° = 56° + 33%> = 52 + 39° .
Kolejne rekordy liczby rozktadéw bija liczby podane
w tabeli.

5525 = 5% .13 - 17 6
27625 = 5% - 13- 17 8
71825 = 5% . 132 .17 9

138125 = 5. 13- 17 10
160225 = 52 -13-17 - 29 12
801125 = 5%-13-17-29 16
2082925 = 52.132.17-29 18
4005625 = 5% -13-17-29 20

5928325 = 52 .13 -17-29 - 37 24
29641625 = 5% - 13-17-29 - 37 32
77068225 = 5% - 13% .17 - 29 - 37 36

148208125 = 5*.13-17-29 - 37 40
243061325 = 5% - 13-17-29 - 37 - 41 |48

Sto réwnych sum dwoch kwadratéw otrzymujemy
po raz pierwszy dla liczby

53716552825 = 5% - 13% - 177 - 29 - 37 - 41,

ktora ma 108 rozkladéw.

Na przyktadzie tej ostatniej liczby podamy wskazéwke,
jak znajdowaé rozktady liczby na sume dwéch kwadratéw.

Kazdy czynnik pierwszy (postaci 4m + 1) rozktadamy
na sume dwéch kwadratéw (mozna to zrobi¢ w sposob
jednoznaczny), a z rozktadéw tych tworzymy liczby
zespolone. Liczbie p = a? + b2, gdzie dla ustalenia
uwagi a > b, przypisujemy liczbe zespolona z, = a + bi.
W naszym przypadku otrzymujemy:

z5 = 2 +1, 229 = b + 21,
z13 = 3 + 24, za7 = 6 + 1,
zi7 =441, Z41 = 5 + 44.

Kazdy czynnik pierwszy p w iloczynie

n=>5-5-13-13-17-17-29-37-41
zastepujemy przez z, lub Z,. W ten sposéb mozemy
otrzymaé 216 réznych iloczynéw dajacych 216 réznych
liczb zespolonych o module /1.

Te liczby tacza si¢ w 108 par liczb zespolonych
sprzezonych, a kazda taka para a &+ bi daje rozklad
liczby n na sume dwoch kwadratéw liczb catkowitych,
a mianowicie a® + b2

Korespondencje do I'-limatiasu prosimy kierowa¢ pod adresem:
Jarostaw Wréblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroctawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4, 50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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