Krzywe i wezly

Krzywa definiujemy jako zbiér punktow na
plaszezyznie R? o wspolrzednych (z,y) spetniajacych
réwnanie F'(x,y) = 0, gdzie F jest wielomianem dwdch
zmiennych. Oto przykltady:

1. y?> — 2% = 0 (dwie proste o réwnaniach y = x
i Y= _:E)a
2. y? 4+ 22 = 0 (jeden punkt (0,0), poczatek uktadu
wspOlrzednych),
3. y2 + 2% — 1 =0 (okrag o érodku w punkcie (0,0)
i promieniu 1),
4. y? + 2% + 1 = 0 (zbiér pusty),
5. y? — a3 = 0 (parabola pdtszeécienna, rysunek L),
6. (y* + 2%)% — 42%y? = 0 (czterolistna koniczynka,
rysunek P).
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Te proste przyklady pokazuja réznorodnosé twordw
geometrycznych opisanych réwnaniem wielomianowym
F(z,y) = 0. Okazuje sig, ze ta réznorodnosé

znacznie sie zmniejsza, gdy oprécz punktéw (x,y)

o wspotrzednych rzeczywistych spelniajacych réwnanie
F(z,y) = 0 rozwazymy réwniez punkty (z,w)

o wspoélrzednych zespolonych speliajacych to samo
réwnanie, tzn. punkty (z,w) = (x1 + iz2, y1 + 1y2),
gdzie x1, x2,y1, Y2 sa liczbami rzeczywistymi

a i jednostka urojona, dla ktérych F(z,w) =0

(zbiory takie nazywamy krzywymi zespolonymi).
Dziatania na liczbach zespolonych wykonujemy
doktadnie tak samo jak na rzeczywistych, nalezy

tylko pamietaé, ze i> = —1. Wéwczas np. réwnania

22 —w? =01 22 + w? = 0, opisujace tak réznorodne
twory geometryczne w R?, przedstawiaja podobne

struktury geometryczne, bo
22 —w? = (z —w)(z +w),
22+ w? = (2 —iw)(z + iw).

W obu przypadkach zbiorami rozwiazan sa dwie

plaszczyzny zespolone (z = w i z = —w w pierwszym
przypadku oraz z = jw i z = —iw w drugim
przypadku).

Punkty zespolone (z,w) = (x1 + iza, y1 + iy2)
mozemy interpretowaé jako punkty przestrzeni
czterowymiarowej, gdyz kazdemu punktowi
zespolonemu (z,w) = (21 + ixa, y1 + iy2) mozemy
wzajemnie jednoznacznie przyporzadkowaé punkt
(z1,22,Y1,Yy2) przestrzeni czterowymiarowej
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(bedziemy ja oznaczaé R*). Wéwezas kazda krzywa
zespolona F(z,w) = 0, juz jako twoér geometryczny
w R, jest powierzchnia dwuwymiarows, ktéra moze
mie¢ tylko pojedyncze punkty osobliwe. Natychmiast
powstaje pytanie, jakie ksztalty maja te powierzchnie.
Odpowiedz nie jest latwa, gdyz powierzchnie te

(a wiec twory geometryczne dwuwymiarowe) leza

w przestrzeni czterowymiarowej. Na przyktad krzywa
zespolona z? — w? = 0 (i podobnie 22 + w? = 0) jest
suma dwoch plaszezyzn przecinajacych sie tylko

w jednym punkcie (ten punkt jest wlasnie jedynym
punktem osobliwym tej krzywej). Niestety, nie da

sie tego narysowaé¢ w przestrzeni tréjwymiarowej R3.
Podobnie krzywa zespolona 22 — w? = 0 ma tylko
jeden punkt osobliwy (0,0) i jesli dopuscimy na
rysunku samoprzeciecia, ktorych ona w przestrzeni
czterowymiarowej w istocie nie ma, to bedzie ona
miala w poblizu tego punktu osobliwego ksztalt
przedstawiony na rysunku ponizej.

Istnieje jednak pewien sposéb geometrycznego

i wiernego przedstawienia ksztaltu tej powierzchni

w poblizu danego jej punktu. Oczywiscie najciekawszy
bedzie przypadek, gdy punkt ten bedzie punktem
osobliwym powierzchni, gdyz w przypadku punktu
nieosobliwego ksztalt powierzchni w jego poblizu

nie jest ciekawy — jest to po prostu kawalek gtadkiej
powierzchni. PrzejdZzmy zatem do opisu tego
przedstawienia.

Jak wyjaéniliSmy powyzej, krzywe zespolone
F(z,w) = 0 w naszej interpretacji leza w przestrzeni
czterowymiarowej R*. Zalézmy dla uproszczenia,
ze krzywa ta przechodzi przez poczatek uktadu
wspotrzednych, tzn. F(0,0) = 0. Rozwazmy teraz w R*
sfere tréjwymiarowa S? o $rodku w poczatku uktadu
wspoélrzednych i dostatecznie malym promieniu 7,
okreslong réwnaniem

ot +aj +yi +yy =
Jest to twor analogiczny do okregu na plaszczyznie
(o réwnaniu z2 + y? = r?) i sfery w przestrzeni
(o réwnaniu 22 + y? + 22 = r?). Sfera S? jest obiektem
tréjwymiarowym i moze by¢ zinterpretowana jako
zwykla przestrzen tréjwymiarowa R? z dolaczonym
jednym dodatkowym punktem (oznaczanym przez co),
tzn. S2 = R3 U {cc}. Ponownie mozemy to sobie
wyobrazi¢ poprzez analogie z przypadkiem okregu
i sfery. Mianowicie, okrag mozna przedstawic
sobie jako prosta z dolaczonym jednym punktem
(te odpowiednio$é dobrze oddaje rzut stereograficzny,



patrz rysunek ponizej),
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ktory kazdemu punktowi P okregu (z wyjatkiem
bieguna N) przyporzadkowuje punkt @) na prostej,
a biegunowi N ten dodatkowy punkt co. Podobnie
sfere dwuwymiarowa mozemy zinterpretowac

jako plaszczyzne z dotaczonym jednym punktem

(réwniez tutaj mozna te odpowiednio$é zilustrowad
rzutem stereograficznym).
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Zatem jesli krzywa zespolona F(z,w) = 0, a dokladniej
odpowiadajaca jej powierzchnie w R* przetniemy
sfera S2, to élad tego przeciecia mozemy w sposob
wierny narysowaé (przedstawi¢) w przestrzeni R?

(bo zawsze mozemy zmienié¢ uklad wspdlrzednych

w R?* tak, ze przeciecie to nie bedzie przechodzito
przez punkt co w S = R® U {o0}). Okazuje sie,

ze jesli tylko promien r tej sfery jest dostatecznie
maly, to przeciecie to jest zapetlonym okregiem w R3
(takie obiekty nazywamy wezlami) lub skonczona
suma zapetlonych rozlacznych okregéw (takie obiekty
nazywamy splotami).
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wezel splot

Co wiecej, ksztalt tych weztéw lub splotéw nie zalezy
od wyboru promienia 7 (o ile jest on dostatecznie
maly). Mozna wykazad, ze przez odpowiednia
zmiane wspotrzednych w R* mozemy zawsze uzyskaé
to, ze te wezly lub sploty beda lezaly w pelnym
torusie w R3.
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Na przyklad, élad krzywej zespolonej 22 + w? = 0
(a takze 22 —w? =0) w S2 to splot zlozony
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z dwoch okregéw lezacych na powierzchni torusa.

Slad krzywej 22 — w® = 0 to wezel lezacy
na powierzchni torusa i obiegajacy te powierzchnie
2-krotnie wzdtuz i 3-krotnie wokot osi tego torusa.

Slad czterolistnej koniczynki to splot czterech
okregéw, z ktorych jedna para lezy na powierzchni
torusa, a druga na powierzchni torusa zawartego

w pierwszym. Na zewnetrznym torusie kazdy z dwéch
okregéw obiega te powierzchnie dwa razy wzdtuz i raz
wokol, na wewnetrznym zas odwrotnie: kazdy z dwéch
okregéw obiega te powierzchnie raz wzdluz i dwa

razy wokoét.

Jesli w sposob ciagly (bez rozrywania i sklejania)
zdeformujemy ten splot czterech okregéw

i zrezygnujemy z narysowania toruséw, to otrzymamy
splot przedstawiony na rysunku ponizej.




