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Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadafn z numeru n w terminie do konca miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z fizyki nr 330, 331

330. Réwnie pochyta o masie M i kacie

nachylenia o postawiono na poziomym stole,

a na réwni potozono na pewnej ustalonej M
wysokosci h cialo o masie m (rys. 1). Jesli

Redagugje Jerzy B. BROJAN
(czyli zmniejszy¢ straty energii), rdzenie
te wykonuje sie z izolowanych blaszek
zelaznych zamiast z lite] masy zelaza.
W przypadku autotransformatora

na zadnej powierzchni nie wystepuje tarcie,

rdzen ma ksztalt toroidalny o przekroju

to czy mozna tak dobra¢ parametry réwni Rys. 1
(M i @), aby cialo w chwili zsunigcia si¢
z réwni miato dowolnie mata predkosé
wzgledem ziemi, czy tez istnieje jakie$
ograniczenie od dotu na te predkosé?

331. Aby zmniejszy¢ natezenie pradow
wirowych w rdzeniu transformatoréow

Rys. 2

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2001
Przypominamy tres¢ zadan:

322. Na obracajacej si¢ ze stalag predkoscia katowa wo poziomej
o$ce osadzono cialo (wahadlo), ktére moze si¢ wokdl niej obracad,
przy czym moment sil tarcia kinetycznego nie zalezy od predkosci
pOsliZgu i ]t‘bt I‘(’)Wlly lIl'(lkSlel'dll’lelIlu lIlOlIleIlt()VVi t‘dl‘(,'i‘d staty(:znego.
Moment ten ma wartos¢ M; = 1 N-m, moment bezwladnosci
wahadla wzgledem osi obrotu I = 1,5 kg-m?, a maksymalny moment
sity ciezkosci (réwny iloczynowi ciezaru wahadla przez odlegtosé jego
322. Jezeli poczatkowa predkosé katowa jest duza,
to ze wzgledu na tarcie wahadlo bedzie zwalniaé, az
na pewien czas dojdzie do spoczynku wzgledem osi.
Ze wzgledu na nieréwnos¢ M; < My wahadlo moze
pozostawaé w spoczynku wzgledem osi tylko w pewnym
przedziale potozen; jak nietrudno sprawdzié¢, przedzial ten
jest okreslony warunkiem |sin o] < M;/M,, gdzie « jest
katem odchylenia wahadta od pionu. Aby upewnic sie,
czy obrot wahadla zostanie utrzymany, nalezy sprawdzié,
czy w fazie wznoszenia sie wahadlo jest w stanie przeby¢
rozpedem przedzial |sina| > M /My, jedli poczatkowo
ma ono predkosé katows wg. Tak bedzie, jezeli

%[ w4+ M, (77 — 2arcsin (%)) > 2/ M2 — M?.

9

Drugi sktadnik po lewej stronie jest tu praca sity tarcia,
a prawa strona — przyrostem energii grawitacyjnej
(danej wzorem FE = — M, cos «v). Podstawiajac dane
liczbowe otrzymujemy wo > 1,0525 rad/s, a wiec pod tym
warunkiem ruch obrotowy bedzie trwaly. W przeciwnym
przypadku wystapia drgania wokét odchylonego od pionu
polozenia réwnowagi, albo tez (przypadek graniczny)
wahadlo bedzie nieskonczenie dtugo dochodzié¢ do
niestabilnego gérnego potozenia rownowagi.
W powyzszym rozwigzaniu brakuje analizy istotnego
szczegbhu: czy podczas wznoszenia si¢ pokonywanie
przedziatu |sin | > M, /M, bedzie si¢ rozpoczynaé
od predkosci katowej wo? Dla przyjetych tu danych jest to
prawda (mozna to wykaza¢ rachunkiem lub eksperymentem
komputerowym) — ale w przypadku My, = 2N - m jest

14

prostokatnym (rys. 2). Jaki sposéb
zestawienia blaszek jest najlepszy:
a) ulozenie w stos plaskich kétek
z dziurka,
b) zwiniecie w rulon dlugiej tasmy
o szerokoéci h,
c) ztozenie rdzenia z prostokatnych
plytek o wymiarach [ x h?

érodka masy od osi obrotu) My = 1,5 N-m. W chwili poczatkowej
nadano wahadlu duzg predkos¢ katows zgodng ze zwrotem wq.

Dla jakich wartosci wo wahadlo po dtugim czasie bedzie si¢ obracad,
a dla jakich — wykonywaé drgania wokél pewnego poltozenia
rownowagi? Poza konkursem: Jaka jest odpowiedz dla przypadku,
kiedy My = 2 N-m, a pozostale dane sg niezmienione?

323. Zaréwka o mocy nominalnej 15 W jest dostosowana

do napiecia 10 V. Ile ogniw o SEM réwnej 1,5 V i oporze
wewnetrznym 2 €2 trzeba wzigé i jak je polaczy¢, aby napigcie

na zaréwce bylo co najmniej réwne nominalnemu?

inaczej, po upltywie dtugiego czasu wahadlo w zadnym
niezerowym przedziale czasu nie bedzie pozostawaé

w spoczynku wzgledem osi. Zadanie staje si¢ przez to
znacznie trudniejsze, a rozwigzanie mozna oprzeé na
eksperymencie komputerowym, tzn. analizie ruchu wahadta
metodg ,krok po kroku”. Minimalng wartoécia wo, dajaca
trwaly obrot wahadla, jest wtedy 1,6443 rad/s.

323. Potaczmy n ogniw szeregowo i m takich zespotow
rownolegle. Opér zastepczy takiego uktadu wynosi
nRw/m, a sila elektromotoryczna — ne, gdzie Ry, i€

sa oporem wewnetrznym i sita elektromotoryczna
pojedynczego ogniwa. Natezenie pradu ptynacego przez
zaréwke dotaczong do uktadu ma wartosé I = m7
gdzie R jest oporem zaréwki. Przeksztalcajac to réwnanie
wyznaczamy m, a calkowita liczba ogniw N wynosi

N =mn = Zif%f Traktujac n jako zmienng ciggla
mozemy zbada¢ minimum funkcji N(n) — wystepuje ono
dla wartosci n = 2RI /e, m = 2R, 1 /e. Podstawienie
danych liczbowych daje wyniki: I = 1,5 A, R = 6,67 (2,
n = 13,33, m = 4. Oczywiscie, n musi by¢ liczba,
calkowitg — np. jesli n = 14, to dla m = 4 mamy

tacznie 56 ogniw. Dobierajac mniej typowe obwody,
mozna ,urwaé’ z tej liczby 2 ogniwa: wystarczy
potaczy¢ szeregowo 12 zestawéw po 4 ogniwa réwnolegle
i 2 zestawy po 3 ogniwa réwnolegle, razem 54 ogniwa.
Roéwnie skuteczne jest polaczenie szeregowe 2 zestawdw
po 5 ogniw réownolegle i 11 zestawéw po 4 ogniwa
réwnolegle.
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Zadania z matematyki nr 433, 434
' — Redaguje Marcin E. KUCZMA
) 433. Znalez¢ wszystkie funkcje wymierne
flx) = ggg (P, Q — wielomiany rzeczywiste)

Termin nadsylania rozwiazan:
31 IIT 2002

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

majace t¢ wlasnoéé, ze f(x)? — f(2?) jest funkcja staty na zbiorze tych liczb = € R,
dla ktérych Q(z) # 0 oraz Q(z?) # 0.

434. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Proste styczne do tego okregu
w punktach A i C przecinaja si¢ w punkcie P, a styczne w punktach B i D przecinaja
sie¢ w punkcie Q. Dowiesé, ze punkty A, C, Q sa wspolliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

zadan 421 (WT = 2,12) i 422 (WT = 1,09) punkty B, D, P sa wspoétliniowe.

z numeru 5/2001
Adam Woryna ~ Ruda Slaska 45,19
Marcin Peczarski — Latchorzew 43,58

Zadanie 434 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Witold Bednarek — L6dz w021 Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/2001

Jacek Klisowski — Lublin 36,96 Przypominamy treéé zadan:

Tomasz Wietecha — Tarnéw 36,91

Michal Adamaszek — Kety 36,79 425. Wewnatrz czworokata wypuklego ABC D o nieréwnoleglych bokach AB i CD znajduje si¢

Jerzy Cisto
Adam Woryna przekracza prég 44 p.
i zostaje dziewigédziesigtym pigtym
cztonkiem Klubu 44 M.

i iloczyn sg réwne.

425. Zadanie mozna wygodnie rozwigzaé¢ rachujac
na liczbach zespolonych. Punkty X, A, B, C, D, Y
sa reprezentowane przez liczby zespolone 0, a, b, ¢, d, y.
Tréjkaty X AD i X BC sa podobne, przy czym trojki
punktéw (X, A, D) i (X, B,C) sa przeciwnie zorientowane.
Mozna zatem umiesci¢ te trojkaty na plaszczyznie
zespolonej w taki sposéb, by zachodzity réwnosci b = Aa,
¢ = \d, ze wspétezynnikiem rzeczywistym A > 0. Punkt YV
jest wyznaczony przez warunki |y — a| = |y — Aa| oraz
|y — d| = |y — A\d|. Pierwszy z tych warunkéw przepisujemy
w postaci (y —a)(y — a) = (y — \a) (g — Aa), czyli
(Aa—a)y+ (\a— a)g = (A — 1)fal”.

Drugi warunek daje analogiczne réwnanie, w ktérym
symbole @ i @ sa zastgpione przez d i d. Otrzymujemy
uktad dwéch réwnan liniowych z niewiadomymi y i y; tylko
pierwsza z nich jest znaczaca dla dalszego rozumowania.
Rozwiazujac uktad, znajdujemy jej wartosé:

_ Xad(a — d) + ad(d — a)

v= ad — ad

1

— Wroclaw 35,33  punkt X taki, ze | X ADX| = |« BOX| < 90° oraz |« DAX| = |4 CBX| < 90°. Symetralne bokéw
AB i CD przecinaja si¢ w punkcie Y. Dowiesé, ze | AYB| =2 | ADX|.

426. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunki (b+c¢)(a+b+c)=c oraz b+ c<O0.
Dowiesé, ze wielomian P(z) =23 + ax? + bx + ¢ ma dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma

(zalozenie, ze proste AB i C'D nie sa réwnolegte,
gwarantuje, iz A2 # 1 oraz ad # ad, wiec rachunki
sa poprawne).

Nalezy dowie$é, ze argument katowy ilorazu (a —y)/(b — y)
jest dwukrotnoscig argumentu ilorazu (a — d)/(0 — d).

To za$ jest rownowazne wykazaniu, ze dla pewnej liczby
rzeczywistej u > 0 zachodzi réwnosé

a—y (d—a\?

b—y ( d ) s
Korzystajac z otrzymanego wyrazenia dla liczby vy,
rachujemy:

d(a —d)(a — Na)

a-y= ad — ad ’
_ d(a—d)(a — \a

wobec tego

a—y_d(afd)_(El(afd))Q_(d—a)Q. d|*
b—y da—d) |dla—d)]2 \ d |d(a — d)|2’
i mamy réwnosé, ktéra chcieliSmy uzyskac.

426. Wystarczy udowodnié, ze wielomian P(z) dzieli
sie przez tréjmian kwadratowy postaci z? — wx + w
o wyrézniku w(w — 4) > 0; tréjmian taki ma bowiem
dwa pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma i iloczyn
maja jednakows warto$é¢ w. Chcemy wiec wykazaé,
ze dla pewnej pary liczb w € (—o0;0) U (4; 00)
oraz u € R jest tozsamosciowo spelniona réwnosé
P(z) = (z + u)(z? — wz + w), réwnowazna ukltadowi
rownan

a=u—uw, b=w — uw, c = uw.
State a, b, ¢ spelniajg warunki podane w zadaniu.
7 dwbch ostatnich réwnan widaé, ze trzeba przyjac
w = b+ ¢; jest to z zalozenia liczba ujemna. Zachodzi
réwnosé w(a + w) = ¢ (warunek zadania). Przyjmujemy
u=a+w = c¢/w i mamy spelnione wszystkie trzy
réwnania. Daje to dowodzong teze.



