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DLACZEGO? (III/2)

Na poczatek odnotujmy, ze ass = v/585 = 3v/65.
Zgadza sie! Poczatkowych 57 wyrazéw ciagu to liczby
catkowite, 58. jest liczba niewymierna. To DLATEGO
chce o tym ciggu opowiedzie¢. Ciag dany jest wzorem

an = \/ [v/10080n12 — 10080n

gdzie [x] oznacza najmniejsza liczbe catkowita niemniejsza
niz x, czyli zaokraglenie liczby x w gére do najblizszej
liczby catkowitej.

Co wobec tego tak naprawde robi zagmatwany wzér na a,?
Otdéz bierze on liczbe 10080n i w naiwny sposob stara

sie przedstawié te liczbe w postaci réznicy kwadratow

liczb catkowitych s — t2. A spos6b jest naprawde naiwny.
Liczba s? to najmniejszy kwadrat, ktéry nie jest mniejszy
od 10080n. A t? = a2 to réznica s?> — 10080n. I trzeba
cudu, zeby ta réznica byta kwadratem liczby catkowite;j.

Nie ma wigc sensu pytanie, DLACZEGO asg nie jest
liczbg catkowita. Nie jest, bo nie ma powoddéw, zeby od
pierwiastka kwadratowego z przypadkowo wzietej liczby
oczekiwaé catkowitosci. Za to jak najbardziej na miejscu
jest pytanie: DLACZEGO dla n < 57 otrzymujemy liczby
catkowite?

Co to znaczy, ze a, jest liczba catkowita? Znaczy to
tyle, ze liczba 10080n jest postaci s — t2, gdzie s i t sa
catkowite nieujemne oraz t nie jest za duze, doktadniej
t < \/24/10080n. Poniewaz s? — t* = (s — t)(s + 1),
wiec tak naprawde interesuje nas przedstawienie liczby
10080n w postaci iloczynu liczb jednakowej parzystosci
(czyli parzystych, wobec parzystosci 10080n), o niezbyt
duzej réznicy. Ostatecznie, po podzieleniu liczby 10080n
przez 4, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Liczba a, jest catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy

liczba 2520n jest iloczynem dwdch liczb catkowitych

o réznicy mniejszej od /2v/10080n = 2/6 v/70n. A to

z kolei oznacza, ze wéréd dzielnikow liczby 2520n znajdzie
sie dzielnik nie za bardzo réznigcy sie od v/2520n.

Poniewaz 2520 = 23 - 32 . 5.7, u liczby 2520n dzielnikéw
ci dostatek, nic wiec szokujacego w tym, ze dla n < 57
udawato si¢ wsérdd nich znalezé odpowiedni dzielnik.

O SZKODLIWOSCI DLA OGOLNOSCI

Czesto w dowodach uzywa sie sformulowania bez szkody
dla ogdlnosci mozemy zalozyé, Ze... Zajmijmy sie taka oto
szczegblng sytuacja. W kontekscie dosyé symetrycznego
wyrazenia W (z1,x2,...,2Tn) chcemy uzyé¢ formulki:

bez szkody dla ogdlnosci mozemy zalozyé... (i tu pewne
nieréwnosci pomiedzy 1, x2,. .., Tn, ktore moga byd
pomocne w dowodzie). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy

n =5, gdy wartosé n jest bez istotnego znaczenia.

Sytuacja najprostsza. Wyrazenia: 1 + x2 + 3 + x4 + x5,
T1X2T3T4X5, T1X2 + T1T3 + T1Xa + T1X5 + T2X3 + TaXa+
+Z2T5 + X3T4 + T3T5 + T4Ts, \/E+ \/E-l- \/E-l- \/ﬁ-ﬁ-
+\/E sg symetryczne ze wzgledu na x1, x2, x3, T4, Ts

tzn. nie zmieniajg sie¢ przy dowolnej permutacji liczb
T1,T2, T3, T4, Ts. Liczby te mozemy wiec dla wygody
uporzadkowaé jak tylko chcemy, np. niemalejaco.

Przy takich wyrazeniach mozemy bez szkody dla
ogolnosci zatozyé, ze x1 < xo < w3 < x4 < T5.

Sytuacja troche trudniejsza. Wyrazenie 123 + zozi+
+x3xi + x4x§ + x5x% nie ma pelnej symetrii. Istotnie,
zamieniajac 1 i z2 otrzymujemy wyrazenie xox? + x1xi+
+x3x7 + zax? + w523, ktére jest inne niz wyjsciowe.
Widzimy jednak pewna, czesciowa symetrie, ktéra
powoduje, ze kazda z liczb x1, 2, 3, x4, x5 jest w nim
rownouprawniona. Wyrazenie to nie zmienia si¢ przy
cyklicznej permutacji (takich permutacji jest 5 tacznie

z identycznoscia) liczb x1, z2, x3, x4, 5. Mozemy wiec bez
szkody dla ogélnoéci zatozy¢, ze x1 jest najmniejsza

z liczb 1, z2, x3, T4, x5 lub tez tylko, ze x1 < x2. Ale nie

mozemy juz zaktadaé, ze 1 < x2 < xz, bo np. liczby
5,4,3,2,1 nie daja sie cyklicznie spermutowac tak, aby
pierwsze trzy tworzyly ciag niemalejacy.

Sytuacja jeszcze trudniejsza. Wyrazenie x1x2 + rox3+
+x3x4 + a5 + 521 ma troche wiecej symetrii. Pozostaje
niezmienione nie tylko przy cyklicznej permutacji liczb
r1,T2,T3,T4,Ts, ale takze przy jednoczesnej zamianie
T2 z x5 1 x3 z x4. Ogodlniej, gdyby liczby x1, x2, x3, x4, x5
umieéci¢ w wierzchotkach pieciokata foremnego, to dane
wyrazenie nie zmienia si¢ przy dowolnej izometrii

(jest ich 10) tego pieciokata. Innymi stowy, majac dane
liczby w wierzchotkach pieciokata, mozemy daé przepis
na uzyskanie ,legalnej” permutacji tych liczb: wybierz
1 dowolnie, za z2 wez dowolnego sasiada x1, a dalej
juz nie masz wyboru — musisz posuwaé si¢ po obwodzie
pieciokata.

A teraz kilka prostych éwiczen, Drogi Czytelniku.

1) Uzasadnij, ze w kontekscie wyrazenia x1x2 + Toxs+
+x3x4 + a5 + 2521, bez szkody dla ogdlnosci mozemy
zatozyé, ze r1 < w2 < x3.

2) Uzasadnij, ze (w tym samym kontekscie) jezeli z1 jest
najmniejsza z liczb x1, x2, x3, x4, x5, to wcale nie mozemy,
bez szkody dla ogdlnosci, zaktadaé, ze r1 < z2 < x3.

3) Uzasadnij, ze w kontekscie wyrazenia z1x2 + Toxs+
+x3T4 + ... + Tno1Tn + Trx1 (n > 3), zalozenie

r1 < x2 < x3 odbywa sie bez szkody dla ogélnosci

przy n nieparzystym, natomiast dla n parzystego zalozenia
tego poczyni¢ nie mozna.
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