Duze i male liczby Ramseya Jerzy TYSZKIEWICZ

Frank Plumpton Ramsey, 1903-1930,
matematyk angielski, zajmowatl si¢

logika, podstawami matematyki, ekonomii
i filozofii.

Graf to skonczony zbiér wierzchotkow
potaczonych krawedziami. Najprosciej
wierzchotki mozna sobie wyobrazi¢ jako
punkty w przestrzeni, a krawedzie jako
odcinki prostych, taczace te wierzchotki.

Zbiér niezalezny to podzbiér
wierzchotkéw grafu, pomiedzy ktérymi
nie ma zadnych krawedzi.

Rys. 1

Rys. 2

Co to takiego: liczby Ramseya?

Historia liczb Ramseya zaczela sie¢ od nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie Ramseya (1930). Dla dowolnych naturalnych k,1 istnieje
takie n, zZe dowolny graf o n wierzchotkach zawiera albo k wierzchotkow
polgczonych kazdy z kazdym, albo | wierzcholkow nie polgczonych Zaden
z Zadnym.

Twierdzenie Ramseya nalezy do dzialu okreslanego jako kombinatoryka (a Scislej
jest to historycznie pierwsze z waznych tzw. twierdzen podzialowych), choé

dla samego Ramseya stanowito ono tylko narzedzie do badan z zakresu logiki
matematycznej.

Jest juz tradycja kombinatoryki, ktérej czescia jest teoria grafow, ze gdy sie
pojawia interesujace twierdzenie o istnieniu jakiej$ liczby, natychmiast pada
pytanie ,Jak duza jest ta liczba?” Tak stalo si¢ tez z n w twierdzeniu Ramseya.
Otrzymato ono nazwe i stato si¢ samo obiektem badan.

Definicja. Najmniejsza liczbe n o wlasnoéci opisanej w twierdzeniu Ramseya
oznacza sie R(k,1) i nazywa liczbg Ramseya.

Liczbe R(3,3) daje si¢ latwo wyznaczy¢:
R(3,3) =6.

Najpierw udowodnimy, ze R(3,3) < 6. Musimy wykazaé, ze dowolny graf

G o szesciu wierzchotkach zawiera albo trojkat, albo zbior niezalezny

o trzech wierzcholkach. Ustalmy dowolny wierzcholek v grafu G. Pozostalych
wierzcholkow jest pie¢, wiec wsréd nich albo sa trzy wierzchotki potaczone
krawedziami z v, albo sa trzy wierzcholki niepotaczone z v.

W tym pierwszym przypadku, jesli ktorekolwiek dwa sposréd trzech
wierzchotkéw sasiednich v sa potaczone krawedzia, to tworza one wraz

z v trojkat. Jesli za$ zadnych takich dwoch nie ma, to ci trzej sasiedzi v tworza
zbior niezalezny.

W drugim przypadku (trzech nie-sasiadéw, rys. 1) rozumowanie jest
symetryczne.

Teraz za$ wskazemy przyklad grafu o pieciu wierzcholkach, bez tréjkata i bez
zbioru niezaleznego o trzech wierzchotkach, co bedzie znaczylo, ze R(3,3) > 5.
Jest on na rysunku 2.

Tym samym dowdd réwnosci R(3,3) = 6 jest zakonczony.

Aktualny stan wiedzy o liczbach Ramseya

Po obejrzeniu dowodu réwnosci R(3,3) = 6 mozna doj$é do przekonania,

ze nietrudno jest obliczaé liczby Ramseya. Ale to nieprawda. Naprawde
wyznaczanie liczb Ramseya jest niestychanie trudne. To, co dzisiaj o nich wiemy,
mozna z grubsza podzieli¢ na trzy kategorie:

e Twierdzenia o asymptotycznym zachowaniu liczb Ramseya
(to liczby ,duze” z tytulu).

e Twierdzenia o wartosciach tych liczb dla konkretnych grafow
(to liczby ,male” z tytulu).

e Twierdzenia o rekurencyjnych zaleznosciach miedzy liczbami
dla réznych ki L.
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Duze liczby Ramseya

Pierwszym waznym wynikiem byto nastepujace oszacowanie Erd6sa i Szekeresa
z 1935 roku:

1) R(m,ms(m*”Q),

m—1

ktérego dowdd opieral sie na specjalnym dowodzie twierdzenia Ramseya,
pozwalajacym oszacowaé z gory szybko$é¢ wzrostu n. Dopiero 50 lat pozniej
udalo sie ten wynik ulepszy¢ w istotny sposéb: Rodl (w 1986) i niezaleznie
Thomason (w 1987) udowodnili, ze

lim R(n,n)/ <”+”2> —0,

n—00 n—1

co oznacza, ze nieréwosé (1) byla ,przeszacowana” o wiecej niz staly czynnik.
Jesli chodzi o oszacowania dolne, to nadal rekordem jest oszacowanie Erdosa
z 1961 roku, ktérego dowdd powaznie uproscit Spencer w 1977 roku:

(2) R(n,n) = n2"? - (V2/e + f(n)),

gdzie f jest pewna funkcja, taka ze f(n) — 0, gdy n — oc.

I Erd6s, i Spencer postuzyli sie konstrukcjg probabilistyczng: krawedzie
pomiedzy n wierzchotkami rozmieszczali losowo, o istnieniu kazdej krawedzi
decydujac za pomoca rzutu symetryczna moneta, niezaleznie od pozostatych
krawedzi. Celem jest udowodnienie, ze z dodatnim prawdopodobienstwem

w tak powstalym grafie albo jest odpowiednio duzo potaczonych wierzchotkow,
albo odpowiednio duzo wierzchotkéw wzajemnie niepolaczonych. Zauwazmy,

ze ta metoda dowodu jest niekonstruktywna: dowdd istnienia odbywa sie bez
wskazania metody konstrukcji.

Z nieréwnosci (1) i (2) mozna Nadal nierozstrzygniete jest pytanie Erdésa, czy granica nlin;o Y/ R(n,n) istnieje,
wyprowadzié¢ (za pomocg wzoru Stirlinga) i Jeéll tak. to ile Wynosi.
vas fiminf 3/ f(n.n) < Jedyna duza grupa liczb Ramseya, dla ktérej znamy dokladne oszacowania ich
< limsup 3/ R(n,n) < 4. wielkodci, to liczby R(n, 3):
R < "
¢ n, _
logn — log(n/e)

gdzie ¢ jest pewng stala dodatnia.
Oszacowanie gérne podal Shearer w 1983 r., a dolne Kim w dwanascie lat
pozniej (jego dowdd jest niekonstruktywny).

Mate liczby Ramseya

Ponizsza tabelka zawiera wszystkie aktualnie znane dokladne wartosci liczb
Ramseya. Sa one wyréznione ttustym drukiem. W pozostatych polach goérna
liczba to najlepsze znane gorne oszacowanie, dolna za$ to najlepsze znane dolne
oszacowanie. Tu widaé najlepiej, jak niewiele wiemy o liczbach Ramseya.

3] 4 5 6 7 ] 9 Obliczenie wlasciwie kazdej z wartodci w tabeli byto
361 9 | 14 | 18 | 23 | 28 | 36 osiagnieciem. Jako przyklad spdjrzmy na historie

badania R(4,5).
41 | 61 | 84 | 115

4 18 125 | o | 49 | 55 | 69 1965: 24 < R(4,5) < 30 (Kalbfleisch)
. 49 | 87 | 143 | 216 | 316 1968:  R(4,5) < 28 (Walker)

43 | 58 | 80 | 95 | 121 1988:  R(4,5) < 27 (McKay i Radziszowski)
6 165 | 298 | 495 | 780 1992:  R(4,5) < 26 (McKay i Radziszowski)

102 | 109 | 122 | 153

1995:  R(4,5) < 25 (McKay i Radziszowski)

Po trzydziestu latach gérne i dolne oszacowania ,spotkaly” sie i teraz wiemy juz,
ze R(4,5) = 25.
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Warto zaznaczy¢, ze w tej historii ostatnim wynikiem uzyskanym metodami
recznymi byl ten pierwszy, autorstwa Kalbfleischa. Poczawszy od Walkera
wszystkie nastepne oszacowania wykorzystywaty obliczenia komputerowe
w coraz wiekszym stopniu, a ostateczne ustalenie wartosci R(4,5) przez McKaya
i Radziszowskiego w 1995 roku bylo efektem obliczen calej sieci komputerow,
ktérych taczny nakltad pracy wynosit kilka lat pracy procesora. Przy tym
algorytm wykorzystany w tym obliczeniu byt bardzo skomplikowany i sprytny,
bo przejrzenie wszystkich graféw o 25 wierzcholkach (aby sie przekonadé, ze
w kazdym sa albo krawedzie czworoscianu, albo 5 wierzchotkéw bez zadnych
krawedzi pomiedzy soba) jest niewykonalne: wszystkich graféw do przejrzenia
bytoby co najmniej

o(%7)

z __ ~0.13-10.
25! ’

Jest to liczba dostownie kosmicznie wielka — jej kwadrat przekracza szacowana
liczbe protonéw w calym obserwowalnym Wszechswiecie.

Rekurencje dla liczb Ramseya

Pragne wspomnie¢ tu kilka nieréwnosci. Pierwsza z nich to ta, z ktérej Erdds
i Szekeres wydedukowali oszacowanie (1):

R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n — 1).

Przy tym nier6wnosé jest ostra, jesli R(m — 1,n) oraz R(m,n — 1)

sg parzyste. Jej dowdd jest bardzo podobny do przedstawionego juz dowodu
R(3,3) < 6, ktory jest w istocie jej przypadkiem szczegblnym (bo oczywiscie
R(2,3) = R(3,2) = 3). Zauwazmy przy okazji, ze spora warto$¢ ma dodatkowy
warunek, gwarantujacy ostro$¢ nieréwnosci w niektérych przypadkach.
Wprawdzie zmniejsza on oszacowanie tylko o 1, ale przypomnijmy sobie,

ile trudu i lat pracy wymagalo za kazdym razem zmniejszenie oszacowania
liczby R(4,5) wlasnie o 1...

Podobna uwage mozna zrobié¢ o nieréwnosci Chunga, Cleve i Daguma (1993)
(3) R(4,4n+1) > 6R(3,n+ 1) — 5,
ktoéra jest tylko troche mocniejsza od bardzo tatwej do udowodnienia nieréwnosci

R(3,4n+1) > 4R(3,n+ 1) — 3.

Liczby Ramseya i najazd z kosmosu

Erdés lubil przedstawia¢ trudno$é wyznaczania liczb Ramseya za pomoca
nastepujacej historii:

Wyobrazmy sobie, zZe na Ziemi pojawiajg sie przedstawiciele obcej cywilizacyi
o olbrzymiej przewadze technologicznej nad nami i, groZqc zniszczeniem Ziemi,
zadajg od nas informacji o liczbach Ramseya.

Erdo6s uwazal, ze

gdyby nas zapytali o warto$é R(5,5), to nalezaloby wysilek wszystkich
matematykow Swiata skierowac na ten problem. Natomiast gdyby pytanie
dotyczylo R(6,6), to nalezaloby zaatakowad najeZdzcéw, bo mielibysmy o wiele
wiekszq szanse na zwyciestwo w walce zbrojnej niz na znalezienie Zgdanej liczby.

Autorowi tego artykutu wydaje sie, ze jest jeszcze jedna mozliwosé: nalezatoby
o$wiadezy¢ obcym, ze znalezliSmy zadziwiajacy dowdd réwnosci R(6,6) = 102,
ale nie mamy pod reka dos$¢ papieru, by go zapisa¢. Moze zachowaliby sie w tej
sytuacji, tak jak na prawdziwych matematykow przystalo. ..
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