Suwanie wektora po krzywych

Marek KORDOS

Kiedy w szkole na lekcjach geometrii mowi sie
o przesunieciu rownoleglym wektora,

to nic nie méwi sie o tym, jak ma sie go przesunaé

ze starego polozenia w nowe. Ale mozna byloby
wyobrazi¢ sobie, ze rysujemy jakas$ linie od A do P

i po niej powolutku przesuwamy wektor. Nietrudno
wtedy zauwazy¢, ze wynik bedzie taki sam, niezaleznie
od tego, jaka trase przesuwania obierzemy.
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Sytuacja sie komplikuje, gdy chcemy przesuwaé
wektor po jakiejs zakrzywionej powierzchni, np. po
powierzchni kuli, walca czy stozka. Wydaje sieg, ze

do wyboru sa dwie niedogodnoéci. Jesli bowiem
przesuwany wektor bedzie w kazdym swoim polozeniu
mial ten sam kierunek, to — na ogé! — bardzo predko
zacznie on mocno odstawaé od powierzchni. Jesli

z kolei bedziemy go suwaé po powierzchni, to — znéw
na ogdét i znéw bardzo predko — zmieni on kierunek,
wiec c6z to za réwnolegle przesuwanie?

Ktos bardzo precyzyjny moze powiedzieé, ze
sprzeczno$é¢ tkwita od razu w postawieniu problemu:
jesli bowiem powierzchnia jest zakrzywiona, to
przeciez zaden wektor i tak nie moze na niej leze¢. Tu
jednak matematycy ,od zawsze" mieli wspélne zdanie.
Zamiast wektora lezacego na powierzchni rozpatrywali
wektory lezace w plaszczyZnie stycznej do powierzchni
(dla plaszezyzny to wszystko jedno — prawda?). Mozna
powiedzieé, ze decydujemy sie na wektory najbardziej
lezace na powierzchni, jak to jest tylko mozliwe.
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Natomiast problem dobrego okreslenia przesuwania
rownoleglego wektoréw po powierzchniach diugo
czekal na jednoznaczne rozstrzygniecie. Przyjeto

w koficu pomyst Wlocha, ktéry zwal sie Tulio
Levi-Civita, a bylo to zaledwie 85 lat temu.
Levi-Civita proponowal, aby postepowac tak.
Interesowaé sie bedziemy tylko ,poziomym” ruchem
wektora, czyli bedziemy postepowali tak, jakby

po malym, rzeczywiscie réwnoleglym przesunieciu
wektora zostal on prostopadle zrzutowany na
plaszezyzne styczna do powierzchni. Tym sposobem
jest on najbardziej réwnolegly, jak to tylko dla
wektoréw stycznych do powierzchni jest mozliwe, na
tyle réwnolegly, na ile mu powierzchnia pozwala. Takie
przesuniecie nazywa sie nazwiskiem jego wynalazcy
lub przesunieciem absolutnym.

I wtedy okazuje sie, ze przesuwajac wektor od punktu
do punktu otrzymujemy wynik zalezny od tego,
wzdhuz ktérej krzywej go przesuwamy. Mozna sie

o tym przekonaé doéwiadczalnie. Na sferze (czyli
powierzchni kuli) — patrzmy na nig tak, jakby to

byl globus — przesuwamy wektor wskazujacy nam
(ziemski) kierunek poludniowy wzdluz 90. poludnika
dlugosci zachodniej, a to po to, by zaczaé od Nowego
Orleanu (ktéry ma na dodatek mila péinocna
szeroko$é 30°, czyli w/6). Latwo zauwazy¢, ze
przesuwany i doginany wektor bedzie stale wskazywatl
(ziemskie) potudnie, az do chwili, gdy osiagnie
biegun poludniowy, by dalej (juz na 90. wschodnim
poludniku) wskazywaé konsekwentnie péinoc, az

do bieguna pélnocnego, gdzie zacznie wskazywac
poludnie i powrdci do Nowego Orleanu w takim
samym polozeniu, jak byl na starcie.
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Takg wlasnoéé majg linie najmniej krzywe na
powierzchni — czy jak kto woli: najbardziej proste. My
zresztg w codziennej praktyce takie wladnie linie na
Ziemi nazywamy prostymi. Np. linia kolejowa laczaca
Warszawe z Bialymstokiem jest na wiekszosci swojej
dlugosci prosta wlaénie w tym sensie. Oczywiscie
poludniki sa tez w tym wlasnie sensie proste. Aby nie
pisac ciagle, ze ,w tym sensie” matematycy maja na
takie linie specjalna nazwe: to sa geodezyjne. Jak
poznaje sie geodezyjna? Jednym ze sposobéw jest



patrzenie, czy wektor przesuwany wzdluz tej linii
tworzy stale ten sam kat ze styczna do tej linii.

Sprébujmy teraz przesunaé ten sam wektor

wzdluz 30. réwnoleznika. Widzimy (jesli faktycznie
przeprowadzamy to dodwiadczenie na globusie, a nie
tylko w myslach), ze wektor — poczatkowo tworzacy
ze styczna do tego réwnoleznika kat prosty — coraz
bardziej odstaje. Na 90. wschodnim poludniku
wskazuje juz wschod (albo zachéd — strone przeciwna
do tej, w ktéra go przesuwamy), a po przemierzeniu
calego réwnoleznika ma kat zmieniony az o m,

czyli 0 180°, a wiec wskazuje péinoc! Przy innych
réwnoleznikach zmiana kata bedzie, oczywiscie, inna.
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Tempo zmiany kierunku wektora przesuwanego
wzdhuz jakiejé krzywej na powierzchni nazywa sie
krzywizna geodezyjng tej krzywej. Geodezyjne maja
wiec krzywizne geodezyjna stale réwna zeru.

Bardzo interesujace jest spostrzezenie, ze krzywizna
geodezyjna nie zmienia si¢ przy wyginaniu powierzchni
~ byle jej tylko nie rozciagaé¢ przy tym ani nie skracaé
materiatu, z ktérego powierzchnia jest wykonana, czyli
méwiac Scisle: nie zmieniaé¢ dlugoéci zadnej z krzywych
na powierzchni. Jest z tego moral pozwalajacy
znajdowaé¢ geodezyjne na powierzchniach rozwijalnych
(czyli dajacych sie, po ewentualnych rozcigciach
polozyé na plaszczyznie). Mianowicie, poniewaz na
plaszezyZnie geodezyjnymi sa proste (jako faktycznie
najmniej krzywe), to trzeba zobaczy¢, co z nich po
zwinieciu powstaje. Na walcu otrzymujemy przeto trzy
rodzaje geodezyjnych: okregi, proste i éruby.
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Na stozku sa to réwniez proste, ale takze petle,
ktoérych liczba samoprzecieé zalezy od kata rozwarcia
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Karol Gauss ponad péltora wieku temu odkryl, ze
na powierzchniach jednakowych w kazdym punkcie
(jak sfera czy siodlo), trojkat utworzony przez tuki
geodezyjnych ma pole proporcjonalne do réznicy
miedzy suma katéw (dang w mierze tukowej) a 7.
Dla plaszczyzny wspdlezynnik proporcjonalnosci
wynosi zero, co czyni to odkrycie nieprzydatnym.
Ale, na przyklad, na sferze geodezyjnymi sa najmniej
krzywe okregi, czyli okregi wielkie (majace srodek

w érodku sfery); wspoélezynnikiem proporcjonalnosci,
o ktérej méwi Gauss, jest odwrotnosé kwadratu
promienia sfery. Tak wigc chcac znalezé pole trojkata
utworzonego na sferze o promieniu R przez tuki jej
okregéw wielkich, wystarczy obliczy¢ sume jego katéw,
odjaé od tego 7 i pomnozy¢ przez R?.

Jest to akurat wielkoé¢ kata brylowego, ktérego
przecieciem ze sfera jest ten tréjkat. Mam nadzieje,
ze kazdy z Czytelnikéw potrafi podaé przepis na
znalezienie pola czworo- czy pieciokata utworzonego
na sferze z tukéw okregéw wielkich.

Krzywizna geodezyjna pozwolila uogélnié¢ ten

sposéb na dowolne krzywoliniowe wielokaty na
powierzchniach, nazywa si¢ to twierdzeniem
Gaussa-Bonneta i powstalo jeszcze w XIX wieku, przy
innym okreéleniu krzywizny geodezyjnej. Tyle, ze to
juz zupelnie inna bajka. ..



