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Spróbujmy zmierzyc sie z dziwnym zadaniem ...

Narysowac na plaszczyznie skonczona rodzine

odcinków (odcinki te moga byc dowolne: domkniete,

otwarte, domknieto-otwarte) parami równoleglych,
w taki sposób, aby kazde trzy z nich przecinala prosta.
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wprowadzamy kartezjanski uklad wspólrzednych

i zakladamy, ze odcinki (co najmniej trzy) sa

równolegle do osi rzednych. Bez straty ogólnosci

mozemy zalozyc, ze rozwazane odcinki sa domkniete

(dlaczego?). Ponadto wykluczamy przypadek, iz

któres dwa odcinki danej rodziny "leza jeden nad

drugim". Gdyby tak bylo, to zalozenia twierdzenia

pociagalyby za soba wspólliniowosc wszystkich

odcinków (dlaczego?).
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Na powyzszym rysunku: w czesci A mamy pewne problemy

(np. odcinki: a, b, d), w czesci B wszystko w porzadku.

Zróbmy dodatkowe zalozenie: odcinki nalezy

narysowac tak, aby nie istniala prosta przecinajaca je

wszystkie. Chwila przerwy - chwila namyslu - chwila

folgowania naszemu ukrytemu talentowi plastycznemu

i... Zadanie jest niewykonalne? Zadanie jest
niewykonalne! To wlasnie postaramy sie udowodnic.

Skorzystamy z ciekawego twierdzenia geometrii

kombinatorycznej, którego dowód (w przypadku

plaszczyzny) znajduje sie w znakomitej ksiazce

Jaroslawa Górnickiego [1].

Twierdzenie 1 (Helly, 1913)

Jesli F jest skonczona, co najmniej (n+1)-elementowa,

rodzina podzbiorów wypuklych przestrzeni JR.n o tej

wlasnosci, ze kazda jej (n+1)-elementowa podrodzina

ma przekrój niepusty, to cala rodzina F ma przekrój

niepusty.

Przypomnijmy, iz zbiór nazywamy wypuklym, jesli

z dowolnymi dwoma swoimi punktami zawiera laczacy

je odcinek domkniety.

GeJ))
B C

Na powyzszym rysunku: figura A jest zbiorem wypuklym, figury

B i C nie sa zbiorami wypuklymi.

Kiedy znamy juz twierdzenie Helly'ego, mozemy

sformalizowac nasz rysunkowy problem.

Twierdzenie 2 (o transwersali )

Niech F bedzie skonczona, co najmniej trójelementowa,

rodzina parami równoleglych odcinków na plaszczyznie.

Jesli kazde trzy odcinki tej rodziny przecina prosta,

to istnieje prosta (to wlasnie jest transwersala)

przecinajaca wszystkie odcinki rodziny :F.

Dowód:

Najpierw pewne zalozenia (czym bylaby matematyka

bez zalozen?). Na rozwazanej plaszczyznie
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Tak przeciez byc nie moze ...

Przystapmy teraz do sedna sprawy.

Niech F= {al, ... ,as}, s 2:: 3; przy czym:

'ViE{l, ... ,s} ::IUi ,Vi ,Wi ElR

ai = {(x,y) E JR.2: x = Ui,Vi::; y::; wz}.

Nasze dotychczasowe rozwazania implikuja takze

dodatkowy warunek:

'Vi,jE{l, ... ,s} i =I- j => Ui =I- Uj.

Dla i E {l, ... ,s} definiujemy:

Ki = {(k, d) E JR.2 : Vi::; kUi + d::; wz}.

Zauwazmy, ze (k, d) E Ki wtedy i tylko wtedy, gdy

prosta y = kx + d przecina odcinek ai' Rodzina

C= {Kl, ... , Ks} jest co najmniej trójelementowa

rodzina zbiorów wypuklych (stwierdzenie wypuklosci

dowolnego elementu C jest prostym cwiczonkiem),

której dowolna trójelementowa podrodzina ma

przekrój niepusty. Nie pozostaje nic innego, jak

zastosowac twierdzenie Helly'ego (jest to tak piekne,

iz powstal nawet niezamierzony rym)

::I(ko,do)ElR2 (ko, do) E nC.
Powyzszy warunek oznacza, ze szukana prosta jest

(przykladowo - twierdzenie Helly'ego nie mówi zbyt

wiele o licznosci przekroju rodziny F) ta o równaniu

y = kox + do·

Po tym krótkim rozwazaniu pozostaje jednak w glowie

pewne pytanie dotyczace narzedzia, którym sie

posluzylismy:

Czy twierdzenie Helly'ego jest prawdziwe dla rodzin

nieskonczonych?

Odpowiedz mozna znalezc na stronie 4.
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