Liczby Stirlinga a skoki narciarskie
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Rozwigzanie zadania M 972.

Liczby k= 7 i | = 12 sg dobre.
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Przed niespelna rokiem mieliémy wszyscy okazje podziwia¢ fenomenalne skoki
Adama Malysza na duzej i éredniej skoczni w Lahti. Gdy ogladalem popisy
naszej gwiazdy, nasunal mi si¢ nastepujacy problem: ilu érednio skoczkéw,
podczas jednej takiej serii skokéw, zdobedzie tytul lidera. Liderem, w kazdym
momencie konkursu, nazwiemy zawodnika, ktéry do tego momentu uzyskal
najlepszy wynik. Zawodnicy, zgodnie z regulaminem, startuja kolejno wedlug
ustalonego wczesniej porzadku i kazdy z nich wykonuje jeden skok. Ponadto
przyjmujemy, ze uzyskane wyniki sa rézne oraz kazda kolejnosé konicowa jest
jednakowo prawdopodobna (nie ma faworytéw).

Niech n > 1 bedzie liczbg zawodnikéw bioracych udziat w konkursie. Kluczem do
rozwigzania postawionego problemu jest obliczenie dla kazdego k € {0,1,...,n}
prawdopodobienstwa zdarzenia, ze podczas calego konkursu dokladnie k
skoczkéw zdobedzie tytut lidera. Zgodnie z definicja, zawodnik z pierwszym
numerem startowym na pewno zdobedzie tytul lidera. Stad liczba lideréw

w konkursie bedzie na pewno wieksza od zera. Mozemy przyjaé, ze kazdego
skoczka ocenia si¢ w skali od 1 do n punktéw. Poniewaz uzyskane wyniki

sg rézne, wiec koficowa klasyfikacja skokéw jest pewna permutacja zbioru
{1,2,...,n} okredlong nastepujaco: i-ta pozycja tej permutacji to ocena
zawodnika z i-tym numerem startowym (i = 1,...,n).

Dla dowolnej permutacji wy, ..., w, zbioru {1,...,n} mozemy jednoznacznie
okresli¢ nastepujacy ciag wskaznikéw: l; = 1 oraz dla i > 1 wyraz I; jest
najmniejszym wskaznikiem, dla ktérego w;, > wy,_, (o ile taki wskaznik istnieje).
Diugos¢ tak okreslonego ciggu zalezy od danej permutacji i na pewno jest

nie wigksza niz n. Zauwazmy, ze jezeli dlugosé ta jest réwna k, to permutacja
przedstawia korficowy klasyfikacje w konkursie, w ktérym dokladnie k skoczkéw
mialo tytul lidera. Permutacje taka nazwiemy permutacjq stopnia n z k liderami.
Dla dowolnych liczb catkowitych n > 1 i k > 0 oznaczmy przez S(n, k) liczbe
wszystkich permutacji stopnia n z k liderami. Z wczeéniejszych rozwazah
wynika, ze

(1) S(n,k) =0, jezeli k=0 lub k>n
oraz
(2) S(1,1)=1.

Zalézmy wigc dalej, ze n > 2 i 1 < k < n. Podzielmy wszystkie permutacje
stopnia n z k liderami na dwie roztaczne klasy: A i B. Do klasy A zaliczymy
permutacje, w ktorych na pierwszej pozycji znajduje sie jedynka, a do klasy B
— wszystkie pozostale permutacje.

Policzmy teraz permutacje w klasie A. Zauwazmy, ze jezeli w kazdej takiej
permutacji usuniemy liczbe 1 (znajdujaca si¢ na pierwszej pozycji), a nastepnie
kazda z pozostalych liczb zmniejszymy o 1, to uzyskamy pewng permutacje
stopnia n — 1 z k — 1 liderami. Co wiecej, powyzsze przeksztalcenie wyznacza
bijekcje migdzy zbiorem permutacji klasy A a zbiorem permutacji stopnia n — 1
z k — 1 liderami. Stad klasa A sklada si¢ z S(n — 1,k — 1) permutacji.

Policzmy z kolei permutacje w klasie B. W tym celu dla dowolnie ustalonego

s € {2,...,n} policzmy te permutacje klasy B, w ktérych jedynka znajduje sie
na pozycji s-tej. Zauwazmy, ze jezeli w takiej permutacji usuniemy jedynke,

a nastepnie kazda z pozostalych liczb zmniejszymy o 1, to otrzymamy pewna
permutacj¢ stopnia n — 1 z k liderami (usunigta jedynka nie byta w tym
przypadku oceng lidera). Podobnie jak poprzednio, powyisze przeksztalcenie
wyznacza bijekcje migedzy permutacjami klasy B, w ktérych jedynka znajduje sie
na s-tej pozycji, a permutacjami stopnia n — 1 z k liderami. Poniewaz liczba s
moze przyjmowaé n — 1 wartoéci, wiec klasa B sklada sie z (n — 1) - S(n — 1, k)
permutacji. Stad otrzymujemy wzér rekurencyijny

(3) Sn,k)=(n—-1)-S(n—1,k)+S(n—1,k—1) dla n>2i1<k<n.
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Redakcja

Zatem prawdopodobienstwo zdarzenia, ze podczas calego konkursu dokladnie
k skoczkéw zdobedzie tytul lidera, wynosi

S(n, k)
n!
gdzie S(n, k) jest okreslone rekurencyjnie réwnosciami (1), (2), (3). Poszukiwana

wartos¢ oczekiwana liczby lideréw jest réwna
(1]

(4) L34 8(n,d).
i=1

Réwnoscei (1), (2), (3) generuja tzw. liczby Stirlinga pierwszego rodzaju
(postuguje sie tu definicjg pochodzaca z ksigzki ,Matematyka konkretna”
autorstwa: R. L. Graham, D. Knuth, O. Patashnikow — str. 288). W literaturze
matematycznej najczedciej spotyka sie je przy wyznaczaniu liczby permutacii,
ktore maja ustalong liczbe cykli w rozkladzie na cykle lub tez przy
wyznaczaniu wartosci wspélczynnika przy danej potedze z w wielomianie
W(@)=xz-(x+1)-...- (& +n—1). Jak dotychczas, nie udalo si¢ znalez¢
zgrabnego wzoru na te liczby. Okazuje sie jednak, ze maja one wiele ciekawych
wlasnosci. Przede wszystkim zachodzi, oczywista niemal, réwnodé

5) S 8mi=nl d& n=1,2,...
=1

7

Bardziej interesujaca dla nas okaze sie z pewno$cig tozsamosé
L3 T

(6) 530S =21,

1= =
ktéra stwierdza, ze wartoé¢ oczekiwana liczby lideréw w konkursie jest réwna
tzw. n-tej liczbie harmonicznej. Réwnosé (6) mozna udowodnié metoda indukeji
matematycznej. Ponizej jednak pokaze nieco inny sposéb. Dla n-=1,2,3,...
oznaczmy przez L(n) sume (4). Dla k = 1,2,...,n pomnézmy przez k kazda
ze stron réwnosci (3). Dodajac stronami wszystkie otrzymane w ten sposéb
réwnosci, dostajemy (po zredukowaniu i skorzystaniu w pewnym momencie

z (5))

n n—1
(7) S k-Snk)=(n—-1)+n> k-Sn—-1,k) dla n=23,...
k=1 k=1
Dzielac obie strony (7) przez n! dostajemy: L(n) = 1/n+ L(n — 1) dla
n=2,3,..., co w polaczeniu z réwnoscig L(1) = 1 daje nam: L(n) = }_ 1,
i=1

czyli tozsamoéé (6). Wszystkie powyzsze rozwazania biora jednak w leb, kiedy
na skoczni pojawia sie Adam Malysz. ..
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Rozwigzanie zadania F 559.
W fotosferze atomy wodoru majg predkosé srednig kwadratows (pierwiastek Sredniego kwadratu
predkoéci)

[ 3RT 1

P = ~1,2-10" m/s,
Vo

gdzie p jest masa czasteczkowa gazu. Druga predkosé kosmiczna wynosi

v = ."fzul = 6,1 - 10” m/s.
\ R ;

Zatem srednia predkoé¢ kwadratowa jest okolo 50 razy mniejsza od drugiej predkoégei kosmicznej,

wigc wigkszoéé atomow wodoru nie moze wyrwad sie z pola grawitacyjnego Sloinca
3 = 2 B Y Jneg
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Rozwigzanie zadania F 560.
Grubosé fotosfery jest niewielka, zatem mozemy zalozydé jej stal:

przyspieszenia grawitacyjnego (spadku swobodnego). 2

RT
p=pgah=p—:

e
Ostatecznie

2~ 1,7-10° m = 170 km.




