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Termin nadsylania rozwiazan:

31 XII 2001

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od O do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób, które
nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

- i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z matematyki nr 427, 428

Redaguje Marcin E. KUCZMA

427. Ciag (Xn) jest okreslony rekurencyjnie: XQ = 1,
Xn+l = Xn cos2 Xn dla n = O, 1,2, .... Znalezc wykladnik p,

dla którego ciag (nPXn) ma granice dodatnia, skonczona,
i obliczyc te granice·

428. Dane sa liczby rzeczywiste al,· .. , ano Dla dowolnego

niepustego zbioru J C {l, ... ,n} oznaczmy przez SJ sume

wszystkich liczb aj o numerach JEJ. Udowodnic, ze
n

2:>~S (n + 1)2n-2 L a~
J j=l

(symbol J w pierwszym sumowaniu przebiega rodzine
wszystkich niepustych podzbiorów zbioru {l, ... ,n}).

Zadanie 428 zaproponowal pan Marcin Peczarski z Latchorzewa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 6/2001

Przypominamy tresc zadan:

423. Na plaszczyznie dane sa dwa okregi przecinajace sie
w punktach A i B. Dowiesc, ze istnieja cztery punkty Z" Z2, Z3, Z4

o nastepujacej wlasnosci: jezeli w jest dowolnym okregiem
stycznym do obu danych okregów (punkty stycznosci: P i Q) oraz
przecinajacym prosta AB (punkty przeciecia: X i Y), to kazda

z prostych P X, PY, QX, QY przechodzi przez jeden z punktów Zi'

423. Oznaczmy dane dwa okregi przez Wl i W2. Niech

w bedzie okregiem stycznym do Wl i W2 odpowiednio

w punktach P i Q oraz przecinajacym prosta AB
w punktach X i Y. Skoro przecina te prosta, musi

byc styczny do obu okregów Wl, W2 jednoczesnie albo

zewnetrznie, albo wewnetrznie. W przypadku stycznosci

wewnetrznej okrag w albo obejmuje okregi Wl, W2, albo

jest przez nie oba obejmowany. Te ostatnia sytuacje

przedstawia rysunek; dalsze rozumowanie jest poprawne

w kazdym z pozostalych przypadków i nie wymaga zadnej
modyfikacji.

Przyjmijmy, ze prosta P X przecina okrag Wl

ponownie w punkcie U, a prosta QX przecina

okrag W2 ponownie w punkcie V. Ze zwiazków

IUXI·IPX\ = IAXI·IBXI = IVXI·IQXI wynika,
ze trójkaty X PQ i XVU sa podobne; zatem

ILXPQI = ILXVUI·
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424. Wyznaczyc wszystkie funkcje f : Il. ---> Il. spelniajace warunki:

f(2) = 2 oraz

f(xy) = x3 f(y) + y2 f(x) + x3y + xy2 - xy dla x, y E Il..

Przez punkt X prowadzimy prosta styczna do okregu w

w punkcie X i zaznaczamy na niej dowolny punkt W po

tej samej stronie prostej AB co punkt Q. Otrzymujemy

równosc ILWXQI = ILXPQI = ILXVUI, która pokazuje,
ze prosta XW jest równolegla do UV.

Wezmy pod uwage jednokladnosc o srodku P,
przeksztalcajaca okrag w na Wl, oraz jednokladnosc

o srodku Q, przeksztalcajaca okrag w na W2. Obrazem

prostej XW odpowiednio w pierwszej oraz w drugiej

jednokladnosci jest prosta styczna do Wl w punkcie U oraz

prosta styczna do W2 w punkcie V. Obie te proste (obrazy

prostej XW) sa do niej równolegle. Pokrywaja sie wiec

z prosta UV, która wobec tego jest wspólna styczna do

okregów Wl i W2.

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzic zastepujac

punkt X przez Y. Wniosek: biorac jako Zl, Z2, Z3, Z4

punkty stycznosci okregów Wl i W2 z ich wspólnymi

stycznymi, otrzymujemy czwórke punktów o wymaganej
wlasnosci.

424. Niech f bedzie funkcja spelniajaca podane warunki.

Lewa strona równania jest symetryczna wzgledem x, y,

wiec prawa strona tez:

X3 f(y) + y2 f(x) + x3y + xy2 = y3 f(x) + X2 f(y) + xy3 + x2y.

Podstawiajac y = 2 dostajemy równanie, z którego

wyznaczamy f(x) = X3 - X2 - x. Bezposrednie sprawdzenie

pokazuje, ze znaleziona funkcja spelnia warunki zadania,

jest wiec jego jedynym rozwiazaniem.



Zadania z fizyki nr 324, 325

Redaguje Jerzy B. BROJAN
'_I '_I

I I 324. Czastka o masie mI zderzyla sie ze spoczywajaca czastka o masie m2,

przy czym mI > m2. Jaki jest maksymalny mozliwy kat odchylenia pierwszej

czastki od kierunku poczatkowego? Zakladamy, ze predkosci czastek sa znacznie

Termin nadsylania rozwiazan: mniejsze od predkosci swiatla.
31 XII 2001

325. W oscyloskopie elektrony sa przyspieszane napieciem U = 300 V, po czym

biegna do ekranu oddalonego o l = 30 cm. Zakladamy, ze oscyloskop nie ma

zadnego ekranowania magnetycznego .

b) Jak zmieni sie tor plamki, jesli doswiadczenie przeprowadzimy w miejscu,

gdzie wektor indukcji ma wartosc taka sama, jak podano wyzej, a jego kierunek

tworzy kat 600 z poziomem? Podac wartosci parametrów toru.
Pawel Kubit - po raz drugi.

. . . .. a) Oscyloskop umieszczono na równiku, gdzie pole magnetyczne ma kierunek
Czolowka lIgI zadamowej

Klub 44 M poziomy, a jego indukcja wynosi 1,75· 10-5 T. Po jakim torze porusza sie

po uwzglednieniu ocen rozwiazan plamka na ekranie jesli oscyloskop powoli obracamy wokól osi pionowej? Podac
zadan 415 (WT = 1,14) i 416 (WT = 2,27) ,

z numeru 2/2001 wartosci parametrów opisujacych ten tor. Dane: ladunek elementarny wynosi

Pawel Kubit - Kraków 44,38 e = 1,6· 10-19 C, masa elektronu m = 9,1 . 10-31 kg.
Witold Bednorz - Tychy 43,35

Janusz Olszewski - Suwalki 39,40

Adam Woryna - Ruda Slaska 36,10

Witold Bednarek - Lódz 34,51

Marcin Peczarski - Latchorzew 34,49

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/2001

Przypominamy tresc zadan:
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320. Dane sa cztery punkty A, B, A' i B'. Opisac konstrukcje geometryczna' pozwalajaca

wyznaczyc ogniska cienkiej soczewki, dla której obrazem rzeczywistym punktu A jest A', a obrazem

rzeczywistym B jest B'.

321. "Czarna skrzynka" z czterema wyjsciami zawiera wylacznie oporniki. Wlaczono ja do obwodu

przedstawionego na rysunku l i okazalo sie, ze przy otwartym kluczu natezenie pradu czerpanego

z baterii wynosilo 3A, a pradu plynacego przez opornik R3 - 1,8A. Jesli przy zamknietym kluczu

obwód czerpie z baterii prad o natezeniu 4 A, to ile wynosi wtedy natezenie pradu plynacego przez

opornik R3? Opór jednego z oporników i SEM baterii sa dane.

320. Promienie przechodzace przez srodek soczewki O nie zmieniaja kierunku,

dlatego musi on lezec na przecieciu prostych AA' i BB'. Zauwazmy dalej, ze

promien biegnacy wzdluz prostej BA nalezy zarówno do wiazki wybiegajacej

z A, jak i z B - dlatego po zalamaniu w soczewce musi on przebiec przez oba

punkty A' i B'. Punkt przeciecia prostych AB i A' B' (oznaczmy go przez C)

lezy wiec w plaszczyznie soczewki, a prosta prostopadla do OC i przechodzaca

przez O jest osia optyczna soczewki. Innym wynikiem powyzszego rozumowania

jest to, ze obrazem kazdego punktu prostej AB jest odpowiedni punkt prostej

A' B'; jesli jeden z nich oddala sie do nieskonczonosci, to drugi - zgodnie

z równaniem soczewki - zbliza sie do plaszczyzny ogniskowej. Konstruujemy

wiec ognisko w nastepujacy sposób: prowadzimy przez O prosta równolegla do

A'B', a punkt jej przeciecia z prosta AB rzutujemy na os optyczna (rysunek 2).

Analogicznie wyznaczamy drugie ognisko.

B

Rys. 2

A'

321. Oznaczmy przez R~ opór prawej czesci obwodu, tzn. "czarnej skrzynki"

wraz z opornikami R2 i R3. Z danych zadania wynika, ze opór calego obwodu

wynosi 4 O przy kluczu otwartym i 3 O przy kluczu zamknietym. Pomijajac

jednostki mozemy napisac uklad równan

{4= R1 +~

6R'

3 = R1 + R~: 6'

Znajdujemy R~ = 3 O, co oznacza, ze przy zamknietym kluczu l pradu

czerpanego z baterii plynie przez opornik 6 O i klucz, a ~ (czyli ~ A) - przez

prawa czesc obwodu. Z tej wartosci przez R3 przeplywa 138 = ~,czyli 1,6 A.

15


