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Rozwigzanie geometryczne

Najwieksze pole ma réwnolegtobok ADEF,
gdy punkty D, E i F polowia odpowiednie boki

tréjkata ABC.

Zadanie Euklidesa
Jarostaw GORNICKI

W starozytnej Grecji problemy matematyczne formulowano i rozwiazywano

w jezyku geometrycznym. Umozliwialo to wizualizacje éwezesnej matematyki
— poshigiwanie sie sugestia rysunku. Z przekazéw, ktére dotrwaly do naszych
czaséw, mozemy sie przekona¢ o kunszcie 6wezesnych mistrzéw. Rozwigzania
probleméw, nad ktérymi pracowali starozytni matematycy, sa zazwyczaj tak
doskonale, ze pézniejsze pokolenia niewiele mogly je ulepszy¢. Spektakularny
jest tutaj przyktad Elementéw Euklidesa (uczonego dzialajacego okolo 300
roku p.n.e. w Aleksandrii za czaséw panowania w Egipcie kréla Ptolemeusza I
Sotera), w ktérych przedstawione sa podstawy planimetrii, arytmetyki

i stereometrii. Zaprezentowane tam $rodki z powodzeniem mozna wykorzystac
do rozwiazywania (na drodze geometrycznych rozwazan) pewnych zagadnien
ekstremalnych, czyli wyznaczania wielkosci (obiektéw) najwiekszych albo
najmniejszych. Tego typu problematyka, m.in. za sprawa prac Zenodora
(ITI/IT w. p.n.e.), powoli zyskiwala coraz wieksze znaczenie. Jej rozkwit nastapit
dopiero w XVII wieku wraz z rozwojem rachunku rézniczkowego. Oto przyklad
zadania na ekstremum, przypisywanego Euklidesowi. Poréwnajmy metody jego
rozwiazania, ktére oddziela 2000 lat naszego rozwoju.

Zadanie Euklidesa. W dany tréjkat ABC wpisa¢ réwnoleglobok ADEF
(EF || AB, DE || AC) o najwiekszym polu.

Rozwiazanie geometryczne tego zadania polega na wyrdznieniu réwnolegltoboku,
ktéry mégtby byé jego rozwigzaniem (wybdér ten jest intuicyjny lub nastepuje
na drodze analizy warunkéw zadania), a nastepnie na wykazaniu, ze kazdy inny
réwnoleglobok jest ,,gorszy”.

Rozwigzanie analityczne

Przy takich samych oznaczeniach niech |[AC| = b,

|AF| = z, wysoko$¢ zas tréjkata BDE opuszczona

z wierzcholtka B oznaczmy przez h(x). Wéwczas pole
réwnolegloboku ADEF jako funkcja zmiennej x, gdzie

B
0 < z < b, dane jest wzorem P(z) = (H — h(z))z.
D ¢ Podobienstwo tréjkatow ADBE ~ AABC (DE || AC)
h
5 \4 implikuje, ze % = %, wiec pole wpisanego
G réwnolegloboku opisuje funkcja
/ P(x):w, 0L 2 Lh
Poniewaz
A F' F &
prigy < HO=22) _ _b
Niech AD'E'F' bedzie réwnoleglobokiem wpisanym E= b - < or=5

w tréjkat ABC, réznym od ADEF. Wéwczas pole
réwnolegtoboku AD'E'F' jest mniejsze od pola
réwnolegltoboku ADEF' o pole réwnolegloboku
EG'E'G. Rzeczywiscie, z podobienistwa tréjkatow
OAGE'E ~ AABC (E'G || AB, GE || AC) wynika

H _ H _ H_|CGE|
IGE| ~ TAC] £~ A

gdzie H jest wysokoscia tréjkata ABC, Hy
wysokoécia tréjkata GE'E. Relacje te oznaczaja,
ze pole réwnolegltoboku D'G'ED o wysokosci Hy
i boku dtugoéci [DE| = 3|AC| jest réwne polu

réwnolegloboku EGF'F, ktérego wysoko$¢ wynosi 5 H

i dla ktérego |F'F| = |GE|, co koniczy dowdd.

1

wiec punktami krytycznymi sa 0, %b, b i, jak latwo
obliczy¢, maksimum funkeji P(z) jest realizowane
dla z = %b. Oznacza to, ze réwnoleglobok ADEF
ma najwicksze pole, gdy punkt F jest $rodkiem
odcinka AC.

* * * * *

Oba te rozwiazania maja swoj urok. Oczywiscie, druga

z prezentowanych metod ma bardziej uniwersalny
charakter. Jednak jej stosowanie wymaga duzo
wiekszej wiedzy. Rozwiazanie geometryczne jest
elementarne!



