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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) ~ i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.
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Zadania z matematyki nr 425, 426

Redaguje Marcin E. KUCZMA

425. Wewnatrz czworokata wypuklego AECD o nierównoleglych bokach

AE i CD znajduje sie punkt X taki, ze ILADXI = ILECXI < 90° oraz

ILDAXI = ILCEXI < 90°. Symetralne boków AE i CD przecinaja sie w punkcie Y.

Dowiesc, ze ILAY El = 2 ' ILADXI·

426. Liczby rzeczywiste a, b, c spelniaja warunki (b + cHa + b + c) = c oraz b + c < O.

Dowiesc, ze wielomian P(x) = xS + ax2 + bx + c ma dwa pierwiastki rzeczywiste,

których suma i iloczyn sa równe.

Zadanie 426 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Parada Weteranów! Piotr Kumor zalicza

czterdziestke czwórke juz po raz szósty,

a Przemek Gadzinski - po raz siódmy,

sin2-nk7r (n = 1,2,3, ... ). Wykazac istnienie i obliczyc

k=l

rr
wartosc granicy

odwzorowaniem stalym?

422. Rozwazamy ciag liczb

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/2001

Przypominamy tresc zadan:

n-2

421. Niech A bedzie zbiorem n-elementowym (n > 3). Ile jest funkcji f: A -> A o tej wlasnosci, ze

(n-2)-krotna iterata fn-2 = f o f o ... o f jest odwzorowaniem stalym, podczas gdy fn-3 nie jest"'-vo---"
46,53

44,88

43,24

40,50
39,40

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 413 (WT=2,40) i 414 (WT=1,05)

z numeru 1/2001
- Olsztyn
- Sroda Sl.
- Kraków

- Tychy
- Suwalki

Piotr KumoI"

Przemyslaw Gadzinski
Pawel Kubit

Witold Bednorz

Janusz Olszewski

421. Niech f bedzie jedna z rozwazanych funkcji. Istnieje

wiec element c E A taki, ze

(1) r-2(x) = c dla wszystkich x E A.

Podstawiajac kolejno x = f(c) oraz x = c latwo

stwierdzamy, ze f(c) = c. Skoro fn-S nie jest

odwzorowaniem stalym, istnieje element b E A, dla którego

r-S(b) i=- c. Oznaczmy b = a2, f(b) = as, f2(b) = a4, itd.

Dzialanie funkcji f mozna przedstawic w postaci grafu

skierowanego, zawierajacego lancuch

Jesli al -> as, to graf nie zmieni sie po zamianie miejscami

elementów al i a2, co oznacza, ze odpowiadajace takiej

sytuacji funkcje f policzylismy dwukrotnie. W kazdym

z pozostalych n - 3 przypadków rola elementu al

jest wyrózniona i wszystkie konfiguracje róznia sie

istotnie. Zatem liczba rozwazanych funkcji f wynosi

n· (n - l)!· (~+ (n-3)), czyli (n - %)n!.

422. Przeksztalcamy wyrazenie okreslajace n-ty

wyraz rozwazanego ciagu, stosujac w pewnym miejscu

podstawienie j = 2n + k:

Przyjmujac bn = 22n-nan otrzymujemy zaleznosc

bn+l = bn. Ciag (bn) jest wiec staly, wszystkie jego wyrazy

sa równe bl, czyli 2, i ostatecznie

2-n _ (n_2n )2-n _ (1+n)2-n-l lan - 2 bn - 2 ----+:2 przy n -> 00.

2n_l 2n+l_1

2n_l rr . k7r rr (j7r 7r)
= 2 ' sm -- , cos -- - -

2n+l 2n+l 2
k=l j=2n+l

2n_l 2n+l_l

22n-l II . k7r rr· j7r 22n-l= . sm 2n+l ' sm 2n+l = an+l.
k=l j=2n+l

k=l

2n_l

rr ' k7r
an - Sln-

2n
k=l

Policzymy, ile jest sposobów skonfigurowania zbioru A, aby

powstal taki graf. Wybieramy element al (n mozliwosci),

po czym ustawiamy pozostale elementy w ciag typu (2)

((n-l)! mozliwosci); nastepnie prowadzimy strzalke

od al do jednego z punktów as, ... , an, rozrózniajac

dwie sytuacje: albo al -> as, albo al -> aj, 4 ~ j ~ n
(n-3 mozliwosci realizacji tej drugiej sytuacji).

(2)

(a2 = b, an = c), w którym wszystkie elementy ai sa

rózne. Pozostaje w zbiorze A jeszcze jeden element, który

nazwiemy al. Z warunku (1) wynika, ze f(al) i=- al oraz

f (al) i=- a2· Pelny graf dzialania f uzyskamy dorysowujac

do lancucha (2) strzalke od dolaczonego elementu al do

któregos z elementów as, ... , an·
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Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2001

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 314 (WT=2,92) i 315 (WT=1,84)

z numeru 3/2001

Zadania z fizyki nr 322, 323

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Wskazówka: napieciem powierzchniowym cieczy nazywamy energie, która trzeba dostarczyc, aby

zwiekszyc powierzchnie cieczy o jednostke. Dla scislosci nalezaloby ustalic osrodek, z jakim styka sie

rtec - przyjmijmy, ze jego czasteczki slabo oddzialuja z czasteczkami rteci (np. jest to powietrze).

318. Dwa jednakowe walce polozono jeden na drugim przy pionowej scianie (rysunek) i bardzo
lekko pchnieto dolny walec w prawo, tak ze zaczal sie wysuwac spod górnego, który pozostawal
w kontakcie ze sciana. Jaka predkosc osiagnie ostatecznie dolny walec? Zakladamy, ze na zadnej ze

stykajacych sie powierzchni nie wystepuje tarcie.

319. Cieplo parowania rteci wynosi r = 2,9 . 105 J/kg, napiecie powierzchnio~e rteci -

a = 0,49 J/m2, gestosc - P = 1,36.104 kg/m3, a masa atomowa - M = 201. Na podstawie tych

danych wyprowadzic przyblizona wartosc liczby Avogadra.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/2001

Przypominamy tresc zadan:

322. Na obracajacej sie ze stala predkoscia katowa WQ poziomej osce osadzono

cialo (wahadlo), które moze sie wokól niej obracac, przy czym moment sil tarcia

kinetycznego nie zalezy od predkosci poslizgu i jest równy maksymalnemu momentowi

tarcia statycznego. Moment ten ma wartosc Mt = 1 N·m, moment bezwladnosci

wahadla wzgledem osi obrotu I = 1 kg·m2, a maksymalny moment sily ciezkosci

(równy iloczynowi ciezaru wahadla przez odleglosc jego srodka masy od osi obrotu)

Mg = 1,5 N·m. W chwili poczatkowej nadano wahadlu duza predkosc katowa zgodna ze

zwrotem WQ. Dla jakich wartosci WQ wahadlo po dlugim czasie bedzie sie obracac, a dla

jakich - wykonywac drgania wokól pewnego polozenia równowagi?

Poza konkursem: Jaka jest odpowiedz dla przypadku, kiedy Mg = 2 N·m, a pozostale

dane sa niezmienione?

323. Zarówka o mocy nominalnej 15 W jest dostosowana do napiecia 10 V. Ile ogniw

o SEM równej 1,5 V i oporze wewnetrznym 2 SI trzeba wziac i jak je polaczyc, aby

napiecie na zarówce bylo co najmniej równe nominalnemu?

(Zadanie ma charakter konkursu na minimalna liczbe potrzebnych ogniw; scisly dowód,

ze mniejsza liczba ogniw nie wystarczy, nie jest wymagany.)

39,79

37,60
28,28

24,86
23,95

- Chocianów

- Myszków
- Warszawa
- Rzeszów

- Tarnów

Andrzej Nowogrodzki
Aleksander Surma

Tomasz Rudny
Jacek Piotrowski

Tomasz Wietecha

318. Oznaczmy promien walców jako r, przesuniecie

dolnego walca wzdluz osi poziomej - jako x, a przesuniecie

górnego wzdluz osi pionowej - jako y. Dopóki walce

sie stykaja, ich srodki pozostaja odlegle o 2r, zatem

przesuniecia spelniaja zwiazek

(2r - y)2 + x2 = 4r2.

Inna miara przesuniecia walców jest kat a (rys.),

cos a = x /2r. Rózniczkujac powyzsze równanie (lub

analizujac predkosci geometrycznie) otrzymujemy wzór

Vx cosa = vy sina,

gdzie Vx = dx/dt, vy = dy/dt. Dalej skorzystamy z zasady

zachowania energii, przy czym ze wzgledu na brak tarcia

ruch walców bedzie czysto postepowy, czyli nalezy pominac

energie kinetyczna ruchu obrotowego. Wynika stad zwiazek

v; + v; = 2gy,

który po podstawieniu zaleznosci miedzy Vx a Vy

sprowadza sie do

319. Napiecie powierzchniowe jest energia, która trzeba

dostarczyc czasteczkom, aby je przeprowadzic z glebi

cieczy na powierzchnie. Zakladamy przy tym, ze czasteczki

oddzialuja tylko ze swoimi najblizszymi sasiadami, czyli

powyzsza zmiana energii dotyczy tylko jednoczasteczkowej

warstwy powierzchniowej. Rozsadnie jest przyjac,

ze calkowite oderwanie czasteczki od pozostalych (przejscie

w pare) wymaga dwa razy wiekszej energii, tzn. 2a- na

jednostke powierzchni takiej warstwy. Z drugiej strony,

iloczyn ciepla parowania r przez gestosc p jest energia

niezbedna do odparowania jednostki objetosci cieczy.

Dzielac te dwie wielkosci otrzymamy zatem grubosc u
warstwy jednoczasteczkowej

2a­u=-
rp

Objetosc zajmowana przez jedna czasteczke wynosi

w przyblizeniu u3, a poniewaz objetosc 1 mola jest równa

M/p (gdzie M nalezy wyrazic w kilogramach), wiec

otrzymujemy liczbe Avogadra dana wzorem

v; = 2gy sin2 a.

Dolny walec osiagnie maksymalna predkosc w momencie,

w którym dvx/dt = O (wtedy walce oderwa sie od siebie).

Przyrównujac do zera pochodna d(v;)/dt dochodzimy do

wniosku, ze nastapi to dla kata a spelniajacego warunek

sina = y/r, a poniewaz sina = (2r - y)/2r, zatem

y = 2r/3, sina = 2/3. Po podstawieniu do bilansu energii

wyznaczamy szukana maksymalna wartosc Vx

Vxrnax = ~~.

N= M (rp)3 =Mp2 (!:..-)3p 2a- 2a-

Podstawienie wartosci liczbowych daje wynik

N = 9,6 . 1023. Jest rzecza godna uwagi, ze tak proste

rachunki daja dobry rzad wielkosci liczby Avogadra,

choc dokladne jej obliczenie wymagalo - jak wiadomo

z historii fizyki - trudnych pomiarów. Odnotujmy przy

okazji, ze dla wody analogiczny rachunek bylby obarczony

znacznie wiekszym bledem, co przypuszczalnie ma zwiazek

z dipolowym charakterem jej czasteczek.
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