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Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2001

AN X
770137 300007

Czoldwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 413 (WT=2,40) i 414 (WT=1,05)
z numeru 1,/2001

Piotr Kumor - Olsztyn 46,53
Przemystaw Gadzifiski — Sroda 81 44,88
Pawel Kubit - Krakdw 43,24
Witold Bednorz — Tychy 40,50
Janusz Olszewski = Suwalki 39,40

Parada Weteranéw! Piotr Kumor zalicza
czterdziestke czwdrke juz po raz szdsty,
a Przemek Gadzinski — po raz siddmy.

421. Niech f bedzie jedna z rozwazanych funkcji. Istnieje

wiec element ¢ € A taki, ze

1 @) =c

dla wszystkich =z € A.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zada z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlezynnik trudnodci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg 0sdb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktorejkolwiek z dwdéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktdéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z matematyki nr 425, 426
Redaguje Marcin E. KUCZMA

425. Wewnatrz czworokata wypuklego ABCD o nieréwnoleghtych bokach

AB i CD znajduje sie punkt X taki, ze |ZADX| = |£ZBCX]| < 90° oraz

|£DAX| = |£CBX| < 90°. Symetralne bokéw AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie Y.
Dowiesé, ze | LAY B| = 2 - |ZADX)|.

426. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunki (b+c)(a+b+c) =coraz b+ c < 0.
Dowiedé, ze wielomian P(z) = 2° 4 az® + bz + ¢ ma dwa pierwiastki rzeczywiste,
ktérych suma i iloczyn sa réwne.

Zadanie 426 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 5/2001
Przypominamy tres¢ zadan:

421. Niech A bedzie zbiorem n-elementowym (n > 3). Ile jest funkcji f: A — A o tej wlasnosci, ze
(n—2)-krotna iterata f" 2

s—fes e L,
e

o f jest odwzorowaniem stalym, podezas gdy f" —3 nie jest

odwzorowaniem stalym?

422, Rozwazamy ciag liceb a, = I ] sin2” "kw (n=1,2,3,...). Wykazaé istnienie i obliczyé¢

k=1
. a—n
lim a;,
T .o

wartosé granicy

Jesli a; — as, to graf nie zmieni sie po zamianie miejscami
elementéw a; i az, co oznacza, ze odpowiadajace takiej
sytuacji funkcje f policzyliémy dwukrotnie. W kazdym

z pozostalych n — 3 przypadkéw rola elementu a;

Podstawiajac kolejno z = f(c) oraz = = ¢ latwo
stwierdzamy, ze f(c) = c. Skoro f™~? nie jest
odwzorowaniem stalym, istnieje element b € A, dla ktérego
f"3(b) # c. Oznaczmy b = az, f(b) =as, f2(b) = a4, itd.
Dzialanie funkcji f mozna przedstawi¢ w postaci grafu
skierowanego, zawierajacego lancuch

(2) a; — az — T I R N L

(az = b, an = c), w ktérym wszystkie elementy a; sa
rézne. Pozostaje w zbiorze A jeszcze jeden element, ktory
nazwiemy a;. Z warunku (1) wynika, ze f(a1) # a; oraz
fla1) # az. Pelny graf dzialania f uzyskamy dorysowujac
do taricucha (2) strzatke od dolaczonego elementu a; do
ktéregos z elementéw as, ..., an.

Policzymy, ile jest sposobdéw skonfigurowania zbioru A, aby
powstal taki graf. Wybieramy element a; (n mozliwosci),
po czym ustawiamy pozostale elementy w ciag typu (2)
((n—1)! mozliwosci); nastepnie prowadzimy strzatke

od a; do jednego z punktéw as, ..., an, rozrézniajac

dwie sytuacje: albo a1 — aa, alboa; —a;, 4<j<n
(n—3 mozliwodci realizacji tej drugiej sytuacji).
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jest wyrdzniona i wszystkie konfiguracje réznia sie
istotnie. Zatem liczba rozwazanych funkcji f wynosi
n-(n—1)" (3 + (n—3)), czyli (n - 2)nl.

422, Przeksztalcamy wyrazenie okreélajace n-ty
wyraz rozwazanego ciagu, stosujac w pewnym miejscu
podstawienie j = 2" + k:

2" -1 2™ -1
= . km 9 si km kr
GR—HSIII?—n—-H SIHWCDSW—
k=1 k=1
i | gntli_y 2
=t [t [T eoo( 3 -3) =
=2 sin gnti cos ot 7] =
k=1 j=2m41
2m—1 gntl_g .
_ a2"-1 . kmw S LS LR |
=2 . H sin e H sin ol =2 Ont1-
k=1 j=2n41

Przyjmujac b, = 22" ~"q . otrzymujemy zaleznodé
bni1 = bn. Ciag (bn) jest wiec staly, wszystkie jego wyrazy
sa réwne by, czyli 2, i ostatecznie

-n 2 BT —-_
2 = (2“ 2nbn) e BURRIZTST ey 3 Pprzy n— oo,



Termin nadsylania rozwigzan:
30 XI 2001

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 314 (WT'=2,92) i 315 (WT=1,84)
z numeru 3,/2001

Andrzej Nowogrodzki ~ Chociandw 39,79
Aleksander Surma — Myszkdw 37,60
Tomasz Rudny - Warszawa 28,28
Jacek Piotrowski — Rzeszdw 24,86

Tomasz Wietecha ~ Tarndw 23,85

Zadania z fizyki nr 322, 323
Redaguje Jerzy B. BROJAN

322. Na obracajace]j si¢ ze stata predkoscia katowa wp poziomej oéce osadzono

cialo (wahadlo), ktére moze sie wokdl niej obracaé, przy czym moment sil tarcia
kinetycznego nie zalezy od predkosci poélizgu i jest réwny maksymalnemu momentowi
tarcia statycznego. Moment ten ma wartoé¢ M; = 1 N-m, moment bezwladnosci
wahadta wzgledem osi obrotu I = 1 kg-m?, a maksymalny moment sity ciezkosci
(réwny iloczynowi ciezaru wahadla przez odleglosé jego srodka masy od osi obrotu)
My, =1,5 N-m. W chwili poczatkowej nadano wahadtu duza predkoéé katowa zgodng ze
zwrotem wy. Dla jakich wartosci wo wahadlo po dlugim czasie bedzie sie obracaé, a dla
jakich — wykonywaé¢ drgania wokét pewnego polozenia réwnowagi?

Poza konkursem: Jaka jest odpowied? dla przypadku, kiedy M, = 2 N-m, a pozostale
dane sa niezmienione?

323. Zaréwka o mocy nominalnej 15 W jest dostosowana do napiecia 10 V. Ile ogniw

o SEM réwnej 1,5 V i oporze wewnetrznym 2 () trzeba wziac i jak je polaczyé, aby
napiecie na zaréwce byto co najmniej réwne nominalnemu?

(Zadanie ma charakter konkursu na minimalna liczbe potrzebnych ogniw; dcisty dowdéd,
ze mniejsza liczba ogniw nie wystarczy, nie jest wymagany.)

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2001
Przypominamy tresé zadan:

318. Dwa jednakowe walce polozono jeden na drugim przy pionowej scianie (rysunek) i bardzo
lekko pchnieto dolny walec w prawo, tak ze zaczal sie wysuwaé spod gdrnego, ktdéry pozostawal

w kontakcie ze Sciana. Jaka predkosé osiagnie ostatecznie dolny walec? Zakladamy, Ze na zadnej ze
stykajacych sie powierzchni nie wystepuje tarcie.

319. Cieplo parowania rteci wynosi r = 2,9 - 10° J/kg, napiecie pov\-‘it‘rzchuiow.u rteci

o= 0,49 J,"mz: gestosé — p = 1,36 - 104 kg,f'ma. a masa atomowa — M = 201. Na podstawie tych

danych wyprowadzi¢ przyblizona wartoéé liczby Avogadra.

Wskazdéwka: napieciem powierzchniowym cieczy nazywamy energie, ktdra trzeba dostarcay¢, aby
zwigkszyé powierzchnie cieczy o jednostke. Dla scistoéci nalezaloby ustali¢ odrodek, z jakim styka sie

rte¢ — przyjmijmy, ze jego czasteczki slabo oddzialuja z czasteczkami rteci (np. jest to powietrze).

318. Oznaczmy promieni walcéw jako r, przesuniecie
dolnego walca wzdluz osi poziomej — jako x, a przesuniecie
gérnego wzdluz osi pionowej — jako y. Dopdki walce

sie stykaja, ich drodki pozostaja odlegle o 2r, zatem
przesuniecia spelniaja zwiazek

2r —y)? +2* = 4r?.
Inna miara przesuniecia walcéw jest kat a (rys.),

cos a = z/2r. Rézniczkujac powyzsze réwnanie (lub
analizujac predkosci geometrycznie) otrzymujemy wzér

Uz COS @ = Uy Sina,

gdzie v, = dz/dt, v, = dy/dt. Dalej skorzystamy z zasady
zachowania energii, przy czym ze wzgledu na brak tarcia
ruch walcéw bedzie czysto postepowy, czyli nalezy pominaé
energie kinetyczng ruchu obrotowego. Wynika stad zwiazek

vz +vj = 2gy,

ktéry po podstawieniu zaleznosci miedzy v, a v,
sprowadza sie do

‘ui = 2gy sin’a.

Dolny walec osiagnie maksymalng predko$é w momencie,
w ktérym dv, /dt = 0 (wtedy walce oderwag sie od siebie).
Przyréwnujac do zera pochodna d(v2)/dt dochodzimy do
wniosku, Ze nastapi to dla kata a spelniajacego warunek

sina = y/r, a poniewaz sina = (2r — y)/2r, zatem

y = 2r/3, sina = 2/3. Po podstawieniu do bilansu energii
wyznaczamy szukana maksymalna wartosé v,

& &

3V 8-

Uz max =
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319. Napiecie powierzchniowe jest energia, ktéra trzeba
dostarczy¢ czasteczkom, aby je przeprowadzié¢ z glebi
cieczy na powierzchnie. Zakladamy przy tym, ze czasteczki
oddziatuja tylko ze swoimi najblizszymi sasiadami, czyli
powyzsza zmiana energii dotyczy tylko jednoczasteczkowej
warstwy powierzchniowej. Rozsadnie jest przyjaé,
ze calkowite oderwanie czasteczki od pozostalych (przejscie
w pare) wymaga dwa razy wiekszej energii, tzn. 2¢ na
jednostke powierzchni takiej warstwy. Z drugiej strony,
iloczyn ciepta parowania r przez gestosé p jest energia
niezbedna do odparowania jednostki objetoéci cieczy.
Dzielac te dwie wielkosci otrzymamy zatem grubosé u
warstwy jednoczasteczkowej

_ 20

=
Objeto$é¢ zajmowana przez jedna czasteczke wynosi
w przyblizeniu u®, a poniewaz objetoéé 1 mola jest réwna
M/p (gdzie M nalezy wyrazi¢ w kilogramach), wiec
otrzymujemy liczbe Avogadra dana wzorem

ML atr \P

e - R
Podstawienie wartosci liczbowych daje wynik
N =9,6-10%. Jest rzecza godna uwagi, ze tak proste
rachunki daja dobry rzad wielkoéci liczby Avogadra,
choé dokladne jej obliczenie wymagalo — jak wiadomo
z historii fizyki — trudnych pomiaréw. Odnotujmy przy
okazji, ze dla wody analogiczny rachunek bylby obarczony
znacznie wiekszym bledem, co przypuszczalnie ma zwiazek
z dipolowym charakterem jej czasteczek.



