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DLACZEGO? (11/4)

Pytanie, DLACZEGO liczba azpso nie jest calkowita,
jest troche niewlasciwie postawione. Nie jest catkowita, bo
nie wida¢ powoddw, zeby byla. Obliczajac kolejne wyrazy
ciagu (an ), wykonujemy dzielenie, ktére weale nie musi
prowadzi¢ do liczby catkowitej. To, co naprawde wymaga
wyjasnienia, to DLACZEGO liczby a, sa calkowite dla
n < 2039. Oczywiscie, nie udowodnie tego bez liczenia,
pokaze jednak powody, dla ktérych catkowito$é wielu
wyrazdw ciagu (a,) nie powinna dziwié.

W celu doktadniejszego przeanalizowania procedury
obliczania kolejnych wyrazéw ciagu (a,) wprowadZmy
pomocniczy ciag (S,) zdefiniowany wzorem
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Woéwezas, wobec réwnosci an,+1 = %fl, ciag (Sn) mozemy
okresli¢é rekurencyjnie wzorami

80:13 8122, Isn-{-l‘—Sn“‘(Aj:) dlan:1?273:"'

Zaleznosc rekurencyjna moze byé zapisana w postaci

o s (an (%))

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Przypusdémy, ze liczby an
53 calkomte dla n < p. Kolejny wyraz obliczamy ze wzoru
apt1 = —P~ Chce wyjasnic DLACZEGO jest bardzo duza
szansa (ale tylko szansa!) na to, ze S, dzieli sie przez p.
Przyjrzyjmy sie wzorowi (7). Wynika z niego, ze jezeli
dla pewnego n < p liczba S, dzieli sie przez p, to Sn41

i wszystkie nastepne, az do S, takze dziela sie przez p.
Jesli zag S,, nie dzieli sie przez p, to czynnik n + (%?)96
przez p sie dzieli albo nie dzieli. Jest jednak pewna szansa,
ze sie dzieli, a wtedy ciag (Sn) ,lapie” podzielno$é przez p
i nie puszcza jej az do wykonania dzielenia przez p przy
obliczaniu apy1.

Jest tez druga, mniej widoczna, ale silniejsza przyczyna,
DLACZEGO S, lubi dzieli¢ sie przez p. Otéz jeéli dla
pewnego n < p mamy (%‘L)% = 1(mod p), to
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skad wynika, ze takze (—n%) = 1(mod p).
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W konsekwencji (S;T‘l‘) = 1(mod p), co daje
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Widzimy wiec, ze jezeli (—S;:l)% = 1(mod p), to

0(mod p) .
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(S::‘:; ) = 1(mod p) i mamy zagwarantowana podzielnoé
Sp przez p. Jesli natomiast (%)96 # 1(mod p), to moze

96 96
by¢ (ﬂ“TTll) # 1(mod p) lub (snf—‘_:l—l) = 1(mod p). Jest
pewna szansa, ze zajdzie ten drugi przypadek, co oznacza,
ze clag (S, ) zlapie gwarancje podzielnodci S, przez p.

Podsumowujac: sa dwa rodzaje przyczyn, dla ktérych S,
dzieli sie przez p:

(i) dla pewnego n < p liczba S, dzieli sie przez p,

(ii) dla pewnego n < p zachodzi (S—r})96 = 1{mod p).

Oczywiscie, te dwie przyczyny wzajemnie sie wykluczaja.
Jesli jednak dla pewnego n nie zachodzi zadna z nich,

to jest pewna szansa, ze przy n -+ 1 jedna z nich sie
objawi. Jesli wiec $ledzimy powstawanie ciagu (S,), to do
podzielnoéci S, przez p potrzeba, aby po drodze zaistniala
jedna z powyzszych przyczyn.

Jedli przyjmie sie zalozenie, ze wedle naszej wiedzy reszty
Sn(mod p) i %L(mod p) sa losowe, dopdki ciag Sy, nie
ztapie jednego z warunkéw (i) lub (ii), to mozna oczekiwaé,
ze na kazdym kroku prawdopodobieﬁstwo zlapania
warunku (i) jest rzedu 2 5> natomiast prawdopodobieristwo

zlapania warunku (ii) jest rzedu w Liczba
NWD(p—1, 96) to liczba reszt modulo p, ktérych 96-ta
potega jest jedynka modulo p.

Jesli wiec p — 1|96, to warunek (ST”)% = 1{mod p) jest
spelniony od samego poczatku (poza p = 2). To dowodzi
podzielnoéci S, przez p dla p = 3,5,7,13,17,97.

Przesledzmy w pewnych szczegdlnych przypadkach, jakie sa
nasze przewidywania.

Przypadek p = 11(mod 12). Wtedy NWD(p — 1, 96) = 2

1 oczekujemy, ze na kazdym kroku ciag (S,) lapie

warunek (i) z prawdopodobienistwem rzedu i 1 warunek (ii)
z prawdopodobieristwem rzedu %, co daje razem
prawdopodobiefistwo rzedu S (interesuja nas duze p

i liczymy tylko rzad wielkoéci prawdopodobieristwa).

Nasze przewidywania:

1) warunek (ii) zajdzie okolo 2 razy czesciej niz (i),

2) na zajscie ktéregokolwiek z tych warunkéw trzeba
czekac srednio okolo % krokéw,

3) S, dzieli sie przez p z prawdopodobienstwem rzedu
1-(1- g)” ~l—e %095

Podobnie w przypadku gdy p = 5(mod 24), czyli gdy
NWD(p — 1, 96) = 4, przewidujemy prawdopodobienstwo
podzielnoéci S, przez p rzedu 1 — e ° ~ 0,993. Jakkolwiek
z uwagl na przyjete uproszczenia nasze przewidywania

nie sa dokladne iloéciowo, to jako$ciowo daja dobry obraz
zachowania ciagéw (a,) i (S, ). Oczekujemy, ze podzielnodé
Sy przez p dla liczb pierwszych p = 11(mod 12) zajdzie

w 95%, a dla innych liczb pierwszych bedzie jeszcze lepiej.

Skoro podzielno$é S, przez p jest prawie (ale tylko prawie!)
pewna, nie powinno dziwié¢, ze wyrazy ciagu (a.) sa

przez dlugi czas catkowite. Nie przeprowadzamy analizy
podzielnoéci przez liczby zlozone, nietrudno jednak
uwierzyé, ze dochodza wéwezas do glosu podobne zjawiska.
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