Bolek 1 Lolek oraz model Lorenza
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Doktladniej: uklad, jaki badal Lorenz,
mial postaé

vy = —10s; + 10s2

vy = 288) — s2 + 8183
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Po podstawieniu zamiast sg
wielkodci s3 — 38 otrzymamy jednak ukiad
rozwazany obok.

Jesli Bolek i Lolek w tym samym momencie wyruszaja z linii startowej, przy
czym w kazdym punkcie drogi predkosé¢ Lolka jest mniejsza niz predkos¢ Bolka
w tym samym punkcie drogi (patrz rysunek 1), to Bolek przebedzie wieksza
droge niz Lolek. Gdybyémy chcieli zapisa¢ to nieco écislej, moglibyémy napisac
np. tak:

Fakt 1. Niech v; oraz vs beda predkosciami, z jakimi zmieniaja sie

w czasie wielkosci s; oraz s, odpowiednio. Jesli w chwili poczatkowe]j

wielko$ci s 1 s2 sa réwne: s3(0) = s2(0) oraz v;(s) < va(s) dla

kazdego s, to s1(t) < sa(t) w kazdej chwili t > 0.

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy Bolek biegnie z predkoscia dana wzorem:
va(s) = —s + ¢, gdzie ¢ to jakas stala dodatnia. Jesli Bolek znajduje sie przed
punktem ¢ (s < c), to biegnie z predkoscia dodatnia, czyli w kierunku punktu ¢
(rys. 2). Jesli natomiast jest za punktem c (s > c), to biegnie z predkoscia
ujemna, czyli... tez w strone c. I chociaz do samego punktu c nie dobiegnie
w zadnym skoficzonym czasie (patrz ,Trudnoéci wujka Zenona”, Delta 6/2000),
to latwo spostrzec, ze znajdzie sie dowolnie blisko punktu ¢ po odpowiednio
diugim czasie. Co z tego wynika dla Lolka, ktérego predkosé¢ spelnia nieréwnosé:
v1(8) < —s+ ¢? Oczywiscie to, ze po odpowiednio dlugim czasie Lolek znajdowaé
sie bedzie tylko w punktach = < ¢, gdzie ¢; to dowolna liczba wieksza od c. Jesli
ponadto zalozymy, ze s nie moze osiagaé¢ wartosci ujemnych (bo np. w s =0
stoi §ciana, a linia startowa zaczyna si¢ w pewnym s > 0; rys. 3), to nasze
spostrzezenie wyrazi¢ mozemy nastepujaco:

Fakt 2. Niech v oznacza predkos¢ zmiany w czasie wielkosci s,

przyjmujacej tylko nieujemne wartosci. Jesli v spelnia nieréwnos¢

v(s) < —s + ¢ dla pewnej stalej ¢ > 0, to s(t) € [0, ¢;1] dla kazdej statej

¢1 > ¢ i dla wszystkich odpowiednio duzych wartosci czaséw t.

Innymi stowy, Lolek, biegnacy z opisana wyzej predkoscia, wpada po pewnym
czasie do odcinka [0, ¢1] 1 juz tam pozostaje. Dzieje sie tak bez wzgledu na to,
skad Lolek startowal.

* * *

Nie byloby sensu w formulowaniu powyzszego faktu, gdyby nie to, ze mozna

go wykorzystaé nie tylko w odniesieniu do wyscigéw biegaczy. Zastosujemy go

mianowicie do pewnego uktadu réwnan, ktéry stal sie symbolem naszych klesk

w przewidywaniu pogody, a wiazac z soba modne tematy, takie wlasnie jak

pogoda, porazka i chaos, zyskal §wiatowa slawe. Mowa o modelu Lorenza. Model

ten pojawil sie przy opisie zjawisk unoszenia cieplego powietrza w atmosferze.

Poczatkowo uklad réwnan (rozwazany jeszcze przez Saltzmana) byt dosé

skomplikowany, Lorenz jednak uproscit go do nastepujacej postaci, w ktorej

vy, U2, v3 to predkosci, z jakimi zmieniaja sie w czasie pewne wielkosci s, 52, S3:
v; = —10s1 + 1052

vg = —10s; — 53 + 5183
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U3 = ——83 — 8§18 —_
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Interesowac nas bedzie to, co dzieje si¢ z rozwiazaniami, czyli wielko$ciami
51(t), s2(t), s3(t) wyrazonymi jako funkcje czasu, dla bardzo duzych t. Zeby si¢
tego dowiedzieé, pomnézmy teraz pierwsze réwnanie przez s; drugie przez s,
a trzecie przez s3 i dodajmy stronami. Otrzymamy
8 114
811 + SavUg + S3U3 = —103? — s% — §s§ + —3—53.

Poniewaz (s3 — 57)% > 0, wiec
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Mamy zatem:
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Rys. 4

Widaé, ze otrzymana nieréwnosé rdzni sie
od nieréwnosci z faktu 2 o czynnik 1/2.
Widaé tez, ze czynnik ten nic istotnego
nie zmienia poza tym, ze stala c; musi
by¢ teraz wieksza od 2c.
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Rozwigzanie zadania F 555.
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Zastanéwmy sie teraz, co wyraza lewa strona powyzszej nieréwnosci, tzn. jakie
znaczenie ma iloczyn pewnej wielkosci 1 predkosci jej zmiany: sv. Gdyby s

bylo po prostu droga, a v predkoécia, to taki iloczyn mialtby wymiar: metr
kwadratowy na sekunde i wyrazalby predkos¢ zmiany pola. Ta fizyczna intuicja
podpowiada, ze iloczyn sv powinien miec¢ jaki$ zwiazek z kwadratem wielkosci s.
Jest tak w istocie. Spéjrzmy bowiem na rysunek 4.

Zakladamy, ze wielko$é s wzrosla w malym przedziale czasu At o As. Wtedy
przyrost As? jest réwny w przyblizeniu sumie pél dwéch zakreskowanych
prostokatéw, bo szary kwadracik mozemy zaniedba¢. Pole jednego z takich
prostokatéw wynosi s - As. A wiec s - %, czyli vs, to predko$¢ zmiany
wielkosci %32‘ Korzystajac z tego mozemy nieréwnosé (*) zapisa¢ w postaci

1
EU(S) < —-s+c

gdzie s = 53 + 53 + 53, c = 222, a v to predkosé, z jaka s zmienia sie w czasie.

Z faktu 2 wynika, ze po odpowiednio duzym czasie s(t) znajdzie sie w przedziale
[0, R?], gdzie R? to jakakolwiek stala wieksza od c. Zauwazmy, ze oznacza to,
iz punkt tak poruszajacy sie w przestrzeni tréjwymiarowej, ze jego wspolrzedne
opisuja rozwiazanie uktadu Lorenza w chwili ¢: (s1(t), s2(t), ss(t)), znajdzie
sie po odpowiednio duzym czasie w kuli o srodku w zerze i promieniu R.
Uzyskaliémy wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Kazda kula K (0, R) o ésrodku w zerze i promieniu

R>./2. 3249 pochlania rozwigzania (s1, s2, s3) uktadu

rownan Lorenza, tzn. po odpowiednio dlugim czasie T'
punkt (s1(t), s2(t), s3(t)) nalezy do K (0, R) dla kazdego t > T.

Wiemy juz teraz, ze rozwiazania ukladu Lorenza ,siedza” od pewnego momentu
w jakiej$ kuli. Uzywajac troche bardziej subtelnych metod, mozna wykazac
wiecej: istnieje pewien ograniczony zbiér A C R3 (rys. 5), ktéry przyciaga
rozwiazania (znajduja sie one dowolnie blisko tego zbioru po odpowiednio duzym
czasie) oraz sam ten zbidr jest niezmienniczy, tzn. gdy w chwili poczatkowej
(s1(0),52(0),s3(0)) € A, to (s1(t), s2(t), s3(t)) € A dla kazdego ¢. Zbiér A jest
zatem atraktorem. Punkty (s1(t), s2(t), s3(t)) poruszaja sie po nim w bardzo
chaotyczny sposéb i dlatego nazywany jest on dziwnym atraktorem. Skoro
wszystkie rozwiagzania zblizaja sie do tego zbioru, po pewnym czasie one réwniez
zachowuja sie w sposéb chaotyczny. Jak sie jednak o tym przekonac, to juz
zupelnie inna historia.
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Rozwigzanie zadania M 966.

Predkoéé neutronu po zderzeniu z pierwszym jadrem helu jest wyznaczona Zalégmy, e na poczatku n czesci bylo zaroénigtych chwastem.

z prawa zachowania energii i pedu

mu® muv ? Mu?

— e UF ._._2:... i mv=Mu-— mu,

2 2

gdzie m — masa neutronu, M — masa jadra helu, v — predkosé¢ neutronu

Zauwazmy, ze po kazdym zarosnieciu jednej czedci pola dlugosé
brzegu zarodnietego obszaru zmniejsza sie co najmniej o 2.
Po zaroénieciu calego pola diugosé brzegu obszaru zarodnietego

zmniejszy sie co najmniej o ’[1{]0 — n). Poniewaz czefci w rogu

przed zderzeniem, vy — predkoéé neutronu po zderzeniu z jadrem helu, sasiaduja tylko z dwiema cz ige musza one by¢
u — predkosé jadra helu po zderzenin. Uwzgledniajac, ze M = 4m na poczatku zaroéniete. Zauwazmy, ze z dwdch sasiednich
otrzymujemy vy = (3/5)v. Wobec tego, przy jednokrotnym zderzeniu czesci na brzegu pola co najmniej jedna musi byé zarodnieta.
neutronu z nieruchomym jadrem helu energia kinetyczna neutronu zmieni Z ostatnich dwdch zdan wynika, Ze na kazdym brzegu pola
sie n razy znajduja sie co najmniej dwie sasiadujace klatki, ktdre sa na
E;. TTiate 25 poczatku zaroéniete. Stad na poczatku dlugosé brzegu obszaru
S E_M - (E) - 0’ zaroénietego wynosi co najwyzej dn — 4. Cale pole ma brzeg

gdzie Fy i B, — energia kinetyczna neutronu przed i po zderzeniu.
Podezas drugiego zderzenia energia neutronu zmieni sie takze n razy, cayli

Eyx 5 625

T = ——— Trazy.

E., 81

dlugodei 100. Wynika stad, ze (4n — 4) — 2(100 — n) > 40, czyli
"> 40%. Stad teza.

Uwaga: Czy 41 to najlepsze oszacowanie? A jak to jest dla pdl
innych rozmiardw?



