
Grzegorz DERFEL

Wokól
.
nIczego In medio vero omnium residet Sol - "W posrodku zas wszystkich rozsiadlo

sie Slonce". To zdanie dotyczace orbit planet zamyka w sobie istote systemu

Kopernika: Slonce stanowi centrum, wokól którego kraza planety. Dzieki

ogromnej masie Slonca ruchy cial Ukladu Slonecznego odbywaja sie zgodnie

z tym przyblizonym obrazem. Zwykle opisujemy je w ukladzie odniesienia, który

nie wyróznia zadnego z tych cial i jest zwiazany z "gwiazdami stalymi". Dalej

bedziemy nazywac go "nieruchornym" .
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Dla opisu ruchu ksiezyca jakiejs planety takze mozna wykorzystac wygodny

uklad odniesienia. Posluzmy sie tu przykladem Jowisza, który zdolal zgromadzic

wokól siebie okolo 20 ksiezyców, tworzac miniaturowy "system

\ planetarny". Wybierzmy uklad wspólrzednych nieruchomy wzgledem

Jowisza, o poczatku w srodku masy pary Jowisz-Slonce. Jego os x

skierujmy wzdluz prostej laczacej te ciala, a osi z nadajmy kierunek

prostopadly do plaszczyzny orbity Jowisza (zwroty osi pokazuje

J rysunek l). Tak zdefiniowany uklad obraca sie wzgledem ukladu

nieruchomego raz na jowiszowy rok. Poniewaz ksiezyce sa znacznie

x mniejsze od Jowisza, mozna uznac, ze pod wplywem przyciagania

planety kazdy z nich okraza go po elipsie.
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Pozostajac w plaszczyznie xy tego ukladu, przejdzmy w okolice jednego z dwóch

punktów wyznaczajacych wraz ze Sloncem i Jowiszem trójkaty równoboczne

- tego mianowicie, który w ukladzie nieruchornym wyprzedza planete o okolo

1/6 roku (rys. 2). Znajdziemy tam grupe planetoid zwanych Grekami. Pierwsza

z nich, Achillesa, odkryl w 1906 r. M. Wolf. W obracajacym sie ukladzie

wspólrzednych planetoidy takze kraza, jednak inaczej niz ksiezyce: wokól

niczego. Poruszaja sie po torach, wewnatrz których nie

ma zadnej centralnej masy. Okrazaja tzw. trójkatny

punkt libracji, oznaczany zwykle symbolem L4.

Podobna grupa planetoid - Trojan - skupia sie wokól

punktu libracji Ls, w miejscu symetrycznym do L4

wzgledem osi x. Istnienie punktów libracji wykazal

J .L. Lagrange w 1772 r. w pracy dotyczacej zagadnienia

trzech cial Essai du probleme des trois corps. Problem

ten, polegajacy na znalezieniu ruchu trzech mas

przyciagajacych sie silami grawitacji, jest w ogólnym

przypadku praktycznie nierozwiazywalny. Lagrange

znalazl rozwiazania w przypadkach szczególnych,

z których najprostszym jest wariant zwany ograniczonym

kolowym zagadnieniem trzech cial. Zaklada sie w nim,

ze wszystkie trzy ciala poruszaja sie w jednej wspólnej

M2 x plaszczyznie, ze jedna z mas m jest znacznie mniejsza od
pozostalych MI i M2, wiec nie wplywa na ich ruch, i ze

tory tych dwu cial masywnych sa kolowe.
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Rys. l

Rys. 2
Jednym z rozwiazan szczególnych jest wtedy ruch malego ciala, podczas

którego przebywa ono stale wlasnie w trójkatnym punkcie libracji. Zazwyczaj

ruch malej masy w ograniczonym zagadnieniu trzech cial bada sie w ukladzie

obracajacym sie jednostajnie, razem z dwoma cialami masywnymi, ze

stala predkoscia katowa, równa tej, jaka maja ciala masywne krazace po

okregach w ukladzie nieruchornym. Zalózmy, ze MI > M2, wprowadzmy

mase zredukowana 11= M2/(MI + M2) oraz oznaczmy przez D odleglosc

miedzy cialami masywnymi, a przez T okres ich pelnego obiegu kolowej orbity
w ukladzie nieruchornym (rys. 2). Przyjmijmy tez, ze bedziemy interesowac sie

ruchem ciala "znikomego" tylko w plaszczyznie xy.

Ruch masy znikomej m jest konsekwencja dzialajacych na nia sil. W ukladzie

obracajacym sie - a wiec nieinercjalnym - oprócz sil przyciagania przez MI
i M2 pojawiaja sie sily bezwladnosci: odsrodkowa i Coriolisa. Ta ostatnia

dziala wtedy, gdy predkosc masy m jest rózna od zera. Pole wypadkowej F sily

grawitacji i sily odsrodkowej jest nadal polem potencjalnym, tzn. ze mozna
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zdefiniowac funkcje O(x, y), która bedzie opisywac energie potencjalna ciala

o znikomej masie i zerowej predkosci w opisanym ukladzie.

Powierzchnie opisana funkcja O(x, y) przedstawia rysunek 3. Oczywiscie,

wypadkowa F sil grawitacji jest ujemnym gradientem funkcji O, tzn. ze sila F
jest w kazdym punkcie (x,y) skierowana w strone spadku funkcji O(x,y), a jej

wartosc jest proporcjonalna do nachylenia powierzchni wyznaczonej funkcja O.

n(x,y) maksimum

Oznaczajac cisnienie pod koniec drugiego

cyklu przez P2, mamy

Pl V = P2(V + V').

Z powyzszych dwóch wzorów

P2 = P ( V: V' r .
Po n ruchach tloka cisnienie Pn w

naczyniu bedzie równe

Pn = P ( V: V' r'
a wiec obnizenie cisnienia do Pn = p'
nastapi po

I

P

log-,;-n=
V

log v+v'
ruchach tloka.

Rys. 3

Przekroje tej powierzchni poziomymi plaszczyznami O = C sa tzw. krzywymi

zerowej predkosci Hilla. Ograniczaja one obszary niedostepne dla ciala, którego

energia wynosi C. Na rysunku 3 u dolu pokazany jest przyklad takich krzywych.

Funkcja O(x, y) ma piec ekstremów, w których skladowe sily F sa równe zeru.

Wyznaczaja one piec punktów oznaczanych LI, ... , L5, w których masa znikoma

pozostaje w równowadze, a numeracja odpowiada rosnacej energii ciala. Punkty

LI, L2 i L3 leza na osi x i zwane sa wspólliniowymi. Funkcja O(x, y) ma w nich

siodla. Sa one niestabilne w tym sensie, ze male wychylenie z kazdego z tych

punktów powoduje nieograniczone oddalenie sie ciala znikomego. Punkty L4

i L5 maja wspólrzedne (D(~ - f.1), DV3/2) i (D(~ - f.1),DV3/2) i zwane sa

trójkatnymi. Funkcja O(x, y) ma w nich maksima. Punkty trójkatne moga byc
stabilne. Oznacza to, ze male wychylenie z polozenia równowagi w L4 lub L5
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prowadzi do ruchu okresowego wokól tych punktów. Jest to mozliwe, jezeli sila

Coriolisa jest przeciwnie skierowana do wypadkowej sil grawitacji i odsrodkowej

Stabilnosc (podkreslmy: dla malych wychylen) ma miejsce jednak tylko wtedy,

gdy ciala masywne spelniaja warunek J.L(1- J.L) < 1/27, czyli gdy J.L< 0,038521.

Rys. 4

Teorie niewielkich ruchów - libracji - w bliskim sasiedztwie
punktów Lagrange'a opracowal w 1899 r. C.V.L. Charlier.

W okolicach punktów stabilnych mozna spodziewac sie

orbit okresowych. Ruchy takie moga byc traktowane jako

superpozycja drgan harmonicznych o dowolnych, lecz

niewielkich (w porównaniu z odlegloscia od cial masywnych)

amplitudach. W poblizu np. punktu L4 dwa z tych drgan

zachodza wzdluz linii przechodzacej przez L4 i nachylonej

do osi x pod katem cP = 0,5 arctg( J3(1 - 2J.L)), a dwa inne

- prostopadle do niej; tworza wiec dwie pary wzajemnie

prostopadlych drgan. Drgania kazdej pary skladaja sie na

rodzine podobnych, wspólsrodkowych i wspólosiowych elips

o srodku w punkcie Lagrange'a, duzych osiach tworzacych

z osia x wspomniany kat i rozmiarach okreslonych przez

amplitudy drgan (rys. 4). Rodziny te oznaczane sa literami d i e. Ruch po tych

elipsach odbywa sie w kierunku przeciwnym do kierunku obiegania sie cial

masywnych. Tylko wtedy sila Coriolisa moze zapewnic stabilnosc. Odpowiednie

elipsy wokól L5 leza symetrycznie wzgledem osi x, ale ruchy po tych torach

symetryczne nie sa, bowiem takze odbywaja sie w kierunku zgodnym z obrotem

wskazówek zegara. Stosunek osi b/a elips rodziny d przyjmuje wartosci

z przedzialu O< b/a < 0,4142 odpowiednio dla 0< J.L < 0,,038521. W przyjetym

przyblizeniu malych amplitud okres obiegu po elipsach libracyjnych zalezy tez

tylko od stosunku mas i wynosi Td = Tg[1 - VI - 27J.L(1 - J.L)]}-1/2. Stosunek

osi elips rodziny e spelnia nierównosc 0,5 > b/a> 0,4142, a okres obiegu wynosi

Te = Tg[1 + VI - 27J.L(1- J.L)]}-1/2.

Masa typowej planetoidy z grup Trojan i Greków jest tak mala w porównaniu

z masami Slonca i Jowisza, a orbita Jowisza tak zblizona do okregu,

ze zastosowanie do nich ograniczonego kolowego zagadnienia
trzech cial jest calkowicie uzasadnione. Dla ukladu

Jowisz-Slonce masa zredukowana Jowisza wynosi zaledwie

0,000954, a wiec trójkatne punkty libracji sa stabilne. Opisane

przez teorie Charliera ruchy moglyby sie zrealizowac. Elipsy

d i e mialyby ksztalty okreslone przez stosunki osi 0,05356

i 0,4994 odpowiednio, a okresy obiegu wynosilyby 147,42

i 11,90 lat. Okresy te sa niewspólmierne, wiec wypadkowy

tor ciala znikomego bylby krzywa niezamykajaca sie. Móglby

on przybierac dosc zawily ksztalt, np. jak na rysunku 5.

Przyblizenie malych amplitud, za pomoca którego otrzymano

powyzsze wyniki, nie jest jednak spelnione dla rzeczywistych

ruchów Trojan i Greków. Planetoidy te oddalaja sie dosc

znacznie od punktów libracji i ich tory nie sa superpozycja elips (wychylaja sie

takze poza plaszczyzne orbity Jowisza). Sa asymetryczne wzgledem punktu L4:

maksymalne wychylenie w kierunku Jowisza jest mniejsze niz w kierunku

przeciwnym. W granicy bardzo malych amplitud tory takie przechodza
w wydluzone elipsy typu d.

'\
\
\
\
\
\
\
\
\

L4 i
I
I
I
I
I
I
I
I
/

Rys. 5

W 1961 r. E. Rabe przeprowadzil pierwsze numeryczne obliczenia okresowych

torów o dowolnej amplitudzie. Rysunek 6 przedstawia serie takich orbit

o coraz wiekszych rozmiarach, siegajacych coraz dalej od punktu Lagrange'a

L4 (orbity symetryczne wzgledem osi x i otaczajace punkt L5 nie zostaly

narysowane). W kierunku Jowisza planetoida oddala sie od punktu libracji

o kat a siegajacy 40°; w kierunku przeciwnym moze oddalic sie dowolnie daleko.

W granicznym przypadku, gdy a = 36~1, orbita siega punktu libracji L3 i laczy

sie z symetryczna do niej orbita otaczajaca punkt L5 (co prawda, ruch trudno
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wtedy uznac za okresowy, poniewaz cialo

znikome zatrzymuje sie teoretycznie

w punkcie L3). Po przekroczeniu tego

granicznego przypadku tworzy sie jedna

orbita w ksztalcie podkowy, otaczajaca

punkty libracji L4, L3 i Ls i obiegana

w skonczonym czasie. Przypadek ten znalazl

potwierdzenie obserwacyjne: w 1997 r.

P. Wiegert, K. Innanen i S. Mikkola

stwierdzili, ze niewielka planetoida 3753

Cruithne odbywa ruch po podkowie
w ukladzie Ziemia-Slonce.

Wokól zadnego ze wspólliniowych punktów

Lagrange'a nie mozna, oczywiscie,

spodziewac sie trwalego ruchu o naturalnym

pochodzeniu. Warto jednak wspomniec

o sondzie SORO (SoZar and HeZiospheric

Observatory), która od 1996 r. okraza

punkt LI ukladu Ziemia-Slonce, polozony

w odleglosci okolo 1,5 mln km od Ziemi,

w miejscu, gdzie znika suma przyspieszen

grawitacyjnych obu tych cial i przyspieszenia

odsrodkowego. Ta szczególna lokalizacja

sondy zapewnia mozliwosc ciaglej obserwacji

Slonca, nieprzerywanej "zacmieniami", które

zdarzalyby sie, gdyby sonda krazyla wokól

Ziemi. Stabilnosc orbity jest zapewniona

"sztucznie" przez uruchamianie 2-4 razy na rok silników korekcyjnych, co

kompensuje powoli narastajace odchylenia od nominalnej orbity.
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Rys.6

Rozwiazanie zadania M 962.

Kazdy z powstalych czworokatów

podzielmy przekatna na dwa trójkaty:

zakreskowany i niezakreskowany.

c
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Jasne jest, ze pola trójkatów

zakreskowanych, podobnie jak pola

trójkatów niezakreskowanych, tworza

ciag arytmetyczny. Dodajac dwa

ciagi arytmetyczne, otrzymujemy ciag

arytmetyczny.

Opisane w tym artykule ruchy ciala znikomego, odbywajace sie wokól niczego

w ukladzie obracajacym sie, maja w ukladzie nieruchornym mniej spektakularny

charakter: polegaja w gruncie rzeczy na krazeniu wokól Slonca. Orbity nie sa

jednak krzywymi zamknietymi i wygladaja na dosc nieregularne. Ich wyjatkowy

charakter, tj. zwiazek z punktami Lagrange'a, jest widoczny dopiero z ukladu

obracajacego sie.

Na zakonczenie zwrócmy uwage na jeszcze jeden przyklad ruchu wokól niczego,

nie zwiazany z zagadnieniem trzech cial. Rozwazmy ruch np. Jowisza po elipsie

okoloslonecznej, ale wzgledem ukladu odniesienia obracajacego sie jednostajnie

z okresem równym dokladnie jowiszowemu rokowi. W ukladzie tym Jowisz

zmienia odleglosc od Slonca w granicach od peryhelium do aphelium. Ponadto

B okresowo oddala sie od osi x, poniewaz wskutek róznicy miedzy swoja predkoscia

katowa a predkoscia katowa obracajacego sie ukladu wyprzedza ja lub zostaje

za nia w tyle. W efekcie krazy z okresem T wokól niczego - po eliptycznym
epicyklu (podobnym do elips rodziny e) o stosunku osi równym 0,5 i ustawionym

mala osia w kierunku Slonca. To samo dotyczy oczywiscie kazdego innego ciala

krazacego wokól Slonca po eliptycznej orbicie keplerowskiej, jesli spojrzec na nie

z ukladu obracajacego sie jednostajnie.

Rozwiazanie zadania M 961.

W punktach A, B, C, D umiescmy masy l, a, a{3, (3 odpowiednio. Znajdziemy srodek masy tego

ukladu na dwa rózne sposoby. Srodek ciezkosci mas A(l) i B(a) znajduje sie w punkcie K, a mas

D({3) i C(a{3) - w punkcie L. Oznacza to, ze srodek ciezkosci wszystkich czterech mas znajduje sie

k· p' l . d . k KL· d . l k IKP'I {3+ a{3 '" R .w pun Cle l ezacym na o CIu li l Zle acym go w stosun li --- = --- = /J' ozumuJac
IP'LI l+a

analogicznie stwierdzamy, ze srodek ciezkosci wszystkich czterech mas p' lezy na odcinku M N
... IMP'I .. ' u, . u .
l dZIelI go w stosunku --- = Q:. WynIka z tego rownosc P = P oraz prawdZlWOSC tezy zadanIa.

IP'NI
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