Srednia czy mediana? Andrzej ZIELINSKI

Statem kiedy$ na rondzie miedzy dwoma przystankami tramwajowymi

i zastanawialem sie, ktéry z nich wybraé (patrz rysunek 1). Do wyboru miatem
przystanek S, z ktérego tramwaj bezposrednio dowozil mnie do domu, lub
przystanek @, ale wtedy musiatbym przesiasc¢ sie na przystanku R. Ze wzgledu
na duze oddalenie przystankéw S i Q musialem zdecydowac sie na jeden z nich
(stanie na $rodku i préba podbiegniecia do jednego z nich w razie przyjazdu
tramwaju nie wchodzila w rachube).

Rozmys$lania nad wyborem lepszego przystanku, czyli takiego, z ktérego szybciej
dostane sie do domu, doprowadzily do powstania tego artykutu.

@ T @ Oznaczmy przez s, Yo, Yr czas czekania na przystanku S, ) i R odpowiednio
(zalézmy, ze sa to zmienne losowe niezalezne). Literami A, B i C' oznaczmy
odpowiednio: czas przejazdu z S do domu, czas przejazdu z @ do R i czas
przejazdu z R do domu (zalézmy, ze sa to wielkoSci stale).

Kryterium wyboru przystanku moge sformulowaé nastepujaco:

Przystanek S bedzie lepszy od przystanku Q, gdy wybierajac ten przystanek, strace
na dojazd $rednio mniej czasu, niz gdybym wybral przystanek Q, czyli gdy

E(zs) + A< E(yq) + B+ E(yr) + C,
gdzie E(x) to warto$é srednia zmiennej x.

Wystarczy wiec zna¢ wszystkie wielkosci wystepujace w powyzszej nieréwnosci,
by problem byt natychmiast rozstrzygniety.

Niech z =25 —yo —yr, D = B+ C — A (z i D oznaczaja odpowiednio réznice
@> w czasie czekania i w czasie przejazdu miedzy wariantami S i Q). Sformulowane
kryterium mozna wiec zapisa¢ krétko:

E(z) < D.
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Opo Nazwijmy je kryterium wedtug wartosci $redniej. Czy jest ono jednak dobre?

Charakteryzuje sie prostota, ale nie uwzglednia — poza $rednimi — rozkladow
zmiennych zg, yg i yr.

Jesli chcemy uwzgledni¢ te rozklady, kryterium wyboru przystanku mogliby$my

sformutowaé tak

Przystanek S bedzie lepszy, gdy
Plzs+A<yg+B+yr+C)>P(zs+A>yqg+B+yr+C),

cayli gdy P(z < D) > 1.

&L To drugie kryterium zwiazane jest z pewnym parametrem, ktéry nazywa sie
) mediang.
Rozwigzanie zadania F 554. 1
Wartosé po réwna jest sumie cignienia Definicja. Liczba m jest mediana zmiennej losowej z, jesli P(z > m) > ;5
powietrza w rurce nad rtecia p, i P(le % m) > L
i ci$nienia hydrostatycznego shupa rteci - =2
SawyAckoscitly Kazda zmienna losowa ma mediane, ale nie zawsze jedna. Oznaczmy przez M,
Yo =1k Hi zbidér wszystkich median zmiennej . W dalszym ciaggu rozpatrywaé¢ bedziemy
P}"“"'”;:" gdy wskazanie barometru jest  tylko te zmienne losowe, dla ktérych M, jest zbiorem jednopunktowym. (Jest
rowne . . .
tak np. dla rozkladu jednostajnego, normalnego, czy wykladniczego). W tym
Patm = p + H. . bl Pt ¢ p 3
przypadku, dla podkreslenia jednoznacznosci, jedyna mediane zmienej z
Traktujac powietrze w rurce jako gaz ¢ hede M
doskonaly, mozna postuzy¢ sie réwnaniem oznaczacC bedziemy przez (‘T)
stanu . . . . .
pi(L — Hy) _ p(L — H) Drugie kryterium mozemy teraz wyrazi¢ nastepujaco:
ey To o Przystanek S bedzie lepszy, gdy M(z) < D.
stac
L-H, T i i ; i
p=(po — H1)= ”1 = Kryterium to nazwiemy kryterium wzgledem mediany.
- 0
i ostatecznie Powstaje pytanie, czy kryterium wedlug sredniej i kryterium wzgledem mediany
e BT P, i sa réwnowazne? Mediana, w przeciwienistwie do éredniej, na ogél nie jest

=l T addytywna, tzn. nie musi zachodzi¢ wzér M (z +y) = M(x) + M(y). Nawet wiec
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Dowdéd twierdzenia. Wystarczy udowodnié

twierdzenie dla rozkladéw symetrycznych

wzgledem zera. Wted
zmienna u = 1 + To
rozklad symetryczny

y z zalozenia
+...4 2, ma
wzgledem zera.

Zal6zmy, ze jej mediana nie jest

jednoznaczna, tzn. ze
takze pewna liczba ¢

mediang jest
> 0. Poniewaz

P(u< —¢) = P(u > ¢) > 1/2, wiec
P(lu| < ¢) = 0. Mamy
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Skad wynika, ze P (la:,-l < -C-) —0dla
n

pewnego i, ale to oznacza, ze — jest
n

ré6zna od zera median:

4 zmiennej x;.

Sprzecznosé z zalozeniem.

Przypomnijmy tez, ze rozklad

wykladniczy (z parametrem A > 0) to taki

rozklad, dla ktérego zmienna przyjmuje
tylko dodatnie wartosci, przy czym

prawdopodobienistwo

tego, ze zmienna

osiagnie wartos¢ z malutkiego przedzialu
dhugosci dz zawierajacego punkt x > 0,

1 _
wynosi Xe =/ g,

w najprostszym przypadku, gdy rozklady =g, yo i yr sa jednostajne, odpowiedz
nie jest widoczna natychmiast. Bezposrednie sprawdzenie daje odpowiedz
pozytywna, co nie jest przypadkiem, zachodzi bowiem nastepujace

Twierdzenie. Jesli zmienne losowe 7, xs, ..., o, sa niezalezne, kazda ze
zmiennych z;, i = 1,2, ..., n, ma rozklad symetryczny i jednoznaczna mediane
M (z;), to réwniez zmienna 1 + 3 + ... + z, ma jednoznaczna mediane oraz
M(zy+z2+...+zn) = M(z1) + M(22) + ...+ M(zp).

Przypomnijmy jeszcze, ze zmienna x ma rozklad symetryczny wzgledem zera,
gdy zmienne z i —z maja ten sam rozklad. Gdy taka zmienna ma wartos¢
oczekiwana, to warto$¢ ta jest réwna zeru. Gdy zmienne z;, xa, ..., T, maja
rozklady symetryczne wzgledem zera, to réwniez ich suma ma taki rozktad.
Rozklad zmiennej z jest symetryczny, jezeli istnieje takie a, ze zmienna x — a
ma rozklad symetryczny wzgledem zera. W takim przypadku, jesli mediana jest
jednoznaczna, to jest rowna a.

Jasne jest teraz, ze w naszym przypadku najciekawsza jest sytuacja, gdy
zmienne zs, Yo 1 yr nie sa symetryczne. Przyjmijmy zatem, ze zmienne te
maja np. rozklad wykladniczy. Zalézmy tez, ze E(yg) = E(ygr) oraz oznaczmy
_ E(yo)
E(zs)

wyniku:
o jesli k <2 -1, to M(z) =In2 —2In(1 + k) E(zs),
e jesli k > /2 — 1, to M(z) = —sE(yq), gdzie s jest jedynym pierwiastkiem

2k k+2
dodatnim réwnania e = (s + i )

. Po zmudnych, niestety, rachunkach dojdziemy do nastepujacego

k41 k+1

Powiedzmy, ze czasy czekania na przystankach i czasy jazdy sa nastepujace:
E(zs) =10, E(yq) = E(yr) =3, A= 22, B =13, C = 11 (wszystko, oczywicie,
w minutach).

Wtedy D = 2, E(z) =4, M(z) = 1,68.

Jesli czasy czekania na przystankach maja rozklady wykladnicze, to ktory
przystanek wybra¢? Zgodnie z kryterium wedlug wartosci sredniej powinienem
wybraé przystanek @, podczas gdy kryterium wedlug mediany wskazuje na
przystanek S. Postawie wiec metapytanie: ktére kryterium jest lepsze? Otz
jesli czesciej cheialbym byé w domu szybciej, to powinienem postapic¢ zgodnie
z kryterium wedlug mediany, czyli ustawia¢ sie na przystanku S. Co wcale nie
oznacza, ze zyskalbym (np. w ciagu miesiaca takich przejazdéw) na lacznym
czasie podrézy. Ten, zgodnie z kryterium wedlug wartosci éredniej, bytby
krétszy (Srednio o 2 minuty), gdybym ustawial si¢ na przystanku Q.

Ale w takim razie wybér zalezy np. od gustu, ktéry — przynajmniej na razie
i chyba na szczescie — nie poddaje sie matematycznej formalizacji.
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W marcowej tegorocznej Delcie, w artykule Hipoteza, twierdzenie,

dowdd, kontrprzyktad znalazlo sie pytanie, czy znajomo$¢ diugosci cieciw
przechodzacych przez ustalony punkt wyznacza figure wypukta jednoznacznie.
Odpowiedz na to pytanie jest negatywna.

Rozwazmy koto o srodku O = (0, 0) i promieniu 1. Wszystkie cieciwy
przechodzace przez O (czyli srednice) maja dlugo$¢ 2. Rozpatrzmy teraz
figure, ktérej brzeg jest opisany we wspélrzednych biegunowych przez réwnanie
r(¢) = (1 + i singp) dla ¢ € (0, 27). Jest to figura wypukla, ktérej ksztatt
przedstawia rysunek.

Dhugosc¢ cieciwy o kierunku tworzacym z osia Oz kat ¢ wynosi
(1+ Lsing) + (1+ 3sin(m +¢)) = (1 + 3sinp) + (1 — 4 sinp) = 2, niezaleznie
od p. Mamy wiec dwie nieprzystajace figury o réwnych cieciwach.
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