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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazain zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwdch
P lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwiazania zadaii z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnoéci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe o0séb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatlu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegétowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2001
Przypominamy tres¢ zadan:

419. Wyznaczyé najwicksza liczbe o oraz najmniejsza liczbe 3 420. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek a + b = ¢ + d.
takie, ze nieréwnosci Dowiesé¢, ze jezeli nieréwnosé a™ + b" > ¢ + d" zachodzi dla
PA|+ |PB| + |PC| + |PD| pewnej liczby naturalnej n > 1, to zachodzi ona dla kazdej liczby
e e o b o] Pl <p g i SR,
|AB| + |AC| + |AD| + |BC| + |[BD| + |CD]| = naturalnej n > 1.
zachodza dla kazdego czworodcianu ABCD i dla kazdego punktu P

lezacego wewnatrz tego czworoscianu.

419. Wezmy dowolny czworoécian ABCD oraz dowolny jego punkt wewnetrzny P.
Dodajac stronami nieréwnoéé |AB| < |PA| + |PB| oraz pie¢ analogicznych nieréwnosci
napisanych dla pozostalych pieciu krawedzi czworoscianu stwierdzamy, ze

|AB| + |AC| + |AD| + |BC| + |BD| + |CD| < 3(|PA| + |PB| + |PC| + |PD|).

Mozemy przyjaé, ze najdluzsza krawedzig czworosécianu jest

jeden z bokéw éciany ABC. Oznaczmy jego dlugosé przez d;
liczba d jest wiec jednoczesnie $rednica czworoscianu oraz $rednica
$ciany ABC. Przez punkt P prowadzimy prosta prostopadla

do ptaszczyzny ABC' i znajdujemy na niej punkt @ nalezacy

Q
¢ do czworo$cianu, najbardziej oddalony od plaszczyzny ABC.
Ustalmy oznaczenia wierzchotkéw trojkata ABC tak, by @ byt
punktem éciany ABD. Wéwczas
A |PA| + |PB| < |QA| +|QB| < |DA| + |DB|,

|PC| + |PD| < 2d < |AB| + |AC| + |BC|;

B ostatnia nieréwnoéé zachodzi dlatego, ze d jest dlugoscia jednego
z bokéw tréjkata ABC. Po dodaniu stronami:

Croléwka ligi zadaniowej |PA| + |PB| +|PC| + |PD| < |AB| + |AC| + |AD| + |BC| + |BD| <
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan < |AB| i |AC| & |AD| + |BC| + |BD| + ICDl

zadan 411 (WT=1,02) i 412 (WT=2,80)

% numeru 12/2000 7 uzyskanych zaleznosci wynika, ze dla o = 1/3 oraz 3 = 1 postulowana nieréwnosc¢

Piotr Kumor - Olsatyn 43,32 podwdéjna jest zawsze spelniona. Wezmy teraz czworoscian, ktérego trzy wierzchotki

Pawel Kubit — Krakéw 43,24 . . . . . . . . , , a
sl Ciadbidiih = Beada Bl 4 01 leza bardzo blisko 51eb1.e. Umieszczajac pu‘nkt P w poblizu tych wierzchotkéw quz tez
Janusz Olszewski - Suwalki 39,40 w poblizu czwartego wierzchotka otrzymujemy dla rozwazanego utamka wartos¢ bliska

P Rednet A 1/3 bad# 1. Zatem liczby a = 1/3 oraz 3 = 1 daja najlepsze oszacowania zachodzace
dla kazdego czworoscianu i dla kazdego punktu wewnatrz niego.

420. Jedli a + b = ¢+ d = 2m, to zapisujemy liczby a, b jako m+z, m—=z, oraz liczby
¢, d jako m+y, m—y, gdzie 0 < z,y < m. Wéwczas

[n/2]
I, | o n . no_ n n—2j,.2j
Ap=a" +b"=(m+2z)" + (m—x) —220(2j>m AR
i=

[n/2]
Co=c"+d"=(m+y)"+(m—y)" =2 Z (27;) m" =y
j=0

i jest jasne, ze réznice A, — C, maja (dla n =2,3,4,5,...) wszystkie taki sam znak,
jak z — y. Stad teza.
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Redagugje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2001
Przypominamy tre$¢ zadan:

316. Wahadlo Foucault zawieszone na linie o dlugoéci 10 m zostalo odchylone od pionu o 1,5 m

i puszczone. Jesli zdarzylo sie to w Warszawie, to w jakiej odlegloséci od swojego polozenia
réwnowagi przeleci érodek masy wahadla?

317. W Kosmosie jest wiecej neonu niz argonu, a jednak atmosfera Ziemi zawiera prawie 1% argonu
i tylko 0,0018% neonu. Podaé¢ mozliwe przyczyny tej rozbiezno§ci.

316. Rozwiazujac w ukladzie inercjalnym stwierdzamy,
ze wzgledem punktu zawieszenia obrét Ziemi (trwajacy
23"56™) nadal wahadlu poczatkowa predkoéé

v1 = woRsinf
prostopadla do zasadniczego kierunku ruchu (gdzie wo —
predko$é katowa obrotu Ziemi, 6 — szeroko$é geograficzna
Warszawy, R — dane odchylenie poczatkowe). Maksymalna
predkos¢ wahadta vy jest w bardzo dobrym przyblizeniu
dana wzorem, wynikajacym z zasady zachowania energii
vy = Rﬂ , gdzie | — dlugos¢ liny. Aby znalezé szukana
odleglosé r, wystarczy teraz odwotaé si¢ do zasady
zachowania momentu pedu

Paradoksy

v R = var,

2
23h56m
~7,3-107°% 571, § = 52°, otrzymujemy r = 0,11 mm.

zatem r = woR\/g sinf. Po podstawieniu wo =

317. Jedna z przyczyn jest fakt, ze neon — jako

gaz lzejszy — uciekl z atmosfery Ziemi w przestrzen
kosmiczna (zwlaszcza w poczatkach istnienia Ziemi, gdy
temperatura atmosfery byta wyzsza od obecnej). Drugim

— prawdopodobnie wazniejszym — powodem jest stale
zachodzacy rozpad 8% izotopu potasu *°K, w wyniku czego
powstaje izotop *°Ar. (To zadanie pochodzi z zawodéw

im. Leo Szilarda — Wegry).

Paradoks to rozumowanie prowadzace do sprzecznosci (czasem pozornej)
z tym, co powszechnie uznawane jest za prawde. Klasyczny paradoks

Epimenidesa, Kretenczycy zawsze ktamcy, polega na tym, ze Epimenides tez byl

Krzysztof

Kretenczykiem; gdyby wiec méwil prawde, klamalby. Jak zauwazyl Eubulides

z Miletu, Kiedy ktamca moéwi, zZe ktamie, to zarazem klamie © mow: prawde.

OLESZKIEWICZ

W jezyku uzywanym na wspélczesnych lekcjach logiki matematycznej mozna ten

paradoks wyrazi¢ nieco inaczej: Niniejsze zdanie jest fatszywe. Jesli zdanie owo
jest prawdziwe, to jest falszywe — i odwrotnie. Nie moze wiec by¢ ani prawdziwe,
ani falszywe, albo tez powszechnie przyjete rozumienie prawdy i falszu nie
przystaje do tej sytuacji. Ten typ paradoksu wiaze sie, oczywiscie, z faktem,

iz zdanie odnosi sie do siebie samego. Mozliwe sa tez nieco inne warianty:
Nastepne zdanie jest prawdziwe. Poprzednie zdanie jest falszywe.

Ponizsze rozumowanie nosi nazwe antynomii Russella i obrazuje klopoty
zwiazane z pojeciem zbioru. Rozwazmy zbiér T' wszystkich tych zbioréw,

ktore nie sg swoimi elementami. Czy T' € T'? Jezeli T € T, to T nie jest swoim
elementem, czyli =(T € T). Jedli zas§ —~(T € T'), to T jest swoim elementem,

a wiec T' € T. Ta sprzecznos¢ sprawia, ze wspolczesna matematyka narzuca
ostre ograniczenia na sposob okreslania zbioréw. Definicja 7" nie spekia tych
wymogow, w zwiazku z czym zagrozenie zwiazane z antynomia Russella zostalo
oddalone. Nie ma jednak pewnosci, czy w przyszlosci nie zostang odkryte jakies
inne paradoksy godzace w podstawy matematyki; co wiecej, z twierdzenia Kurta
Godla wynika, ze jesli nawet w matematyce nie ma sprzecznosci, to udowodnic
tego nie mozna. Dowéd Godla w wyrafinowany sposéb korzysta z paradoksu

ktamecy, ale jest zbyt skomplikowany, by go tu streszczac.

Na koniec zajmijmy sie nieco mniej destrukcyjnym zastosowaniem paradoksu
ktamcy. Udowodnimy, za Georgiem Cantorem, ze kazdy niepusty zbiér A ma
wiecej podzbioréw niz elementéw. Istotnie, zalézmy, ze kazdemu = € A mozna

Zbiér Y ,ma wiecej elementéw” niz
zbiér X, gdy Y nie jest zbiorem wartosci
zadnej funkcji okreslonej na X. Taki
sposéb poréwnywania zbioréw ma

te przewage nad zwyklym liczeniem
elementéw, ze stosuje si¢ takze do
zbioréw nieskonczonych. Na przyktad
zbiér wszystkich liczb naturalnych N

nie ma wiecej elementéw niz zbiér liczb
naturalnych parzystych, poniewaz N jest
zbiorem wartoéci funkcji: 2n — n.
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przypisa¢ pewien podzbiér P, C A, w taki sposéb, iz kazdy podzbidér zbioru A
zostanie przypisany przynajmniej jednemu elementowi A. Niech

B={zeA:~(z e P,)}.

B jest podzbiorem zbioru A, wiec B = P, dla pewnego y € A. Jezeli y € P, to
y € B, wiec ~(y € P,). I vice versa: jezeli ~(y € Py), to —(y € B), czyli y € P,.
Otrzymana sprzeczno$¢ nie godzi w podstawy matematyki — dowodzi jedynie,

ze falszywe bylo zalozenie, iz zbiér A ma nie wiecej podzbioréw niz elementéw.



