Jak rozpoznaé¢ chaos?
Krzysztof BARANSKI

Stowo chaos stalo sie ostatnio niezwykle modne w literaturze
popularnonaukowej. Czesto mozna uslysze¢ o matematyce chaosu,

chaosie deterministycznym, ukladach chaotycznych itd. Chaos kojarzy sie

z nieuporzadkowaniem, balaganem. Czy tak jest réwniez w matematyce? Co to
znaczy, ze jaki$ uklad jest chaotyczny?

Zagadnieniem tym zajmuje sie galaz matematyki zwana teoria uktadéw
dynamicznych. Dziedzina ta wyrosta na przetomie XIX i XX wieku z rozwazan
nad pewnymi problemami mechaniki i réwnan rézniczkowych i bada, najogélniej
moéwiac, ewolucje réznych ukladéw w czasie. Z matematycznego punktu
widzenia uktad dynamiczny (z czasem dyskretnym) to pewna przestrzen X wraz
z przeksztalceniem f : X — X. Poniewaz wartoéci f leza w tej samej przestrzeni
co argumenty, mozemy rozpatrywaé¢ wielokrotne zlozenia tej funkcji. Oznaczmy
f* = fo---of. Takie zlozenie nazywamy n-tq iteracja przeksztalcenia f.

——

n razy

Wygodnie jest przyja¢ f°(z) = x. Trajektoriq lub orbitq punktu z nazywamy
zbiér { f™(x)}n>0- Interesuja nas graniczne zachowania trajektorii punktéw
przestrzeni X, czyli co dzieje si¢ z punktami, gdy iterujemy przeksztalcenie f
bardzo wiele razy.

Zobaczmy na prostym przykladzie, jaki uklad mozemy nazwac¢ chaotycznym.
Niech na plaszczyznie S bedzie okregiem o srodku w poczatku ukladu
wspoétrzednych i promieniu 1. Kazdy punkt o € S jest jednoznacznie okreslony
przez swoja katowa wspélrzedna w ukladzie biegunowym, czyli przez
zorientowany kat a, ktéry tworzy o§ OX z odcinkiem laczacym poczatek

ukladu z punktem z. Okre§lmy przeksztalcenie f : S — S, przyporzadkowujac
punktowi o kacie a punkt o kacie 2a (pamietajmy, ze utozsamiamy katy rézniace
sie o wielokrotnosé¢ 2m). Pozornie wydaje sie, ze nasze przeksztalcenie jest

tak proste i regularne, iz nie ma tu mowy o zadnym chaosie. C6z moze by¢
latwiejszego od mnozenia przez 2? A jednak...

Bedziemy iterowaé nasza funkcje. Wyobrazmy sobie, ze co sekunde stosujemy
przeksztalcenie f i patrzymy, co stanie sie z r6znymi punktami po dhugim
czasie. Spéjrzmy najpierw na dwa punkty lezace bardzo blisko siebie (odleglosé
miedzy punktami z S wygodnie jest mierzy¢ przez dlugos$¢ krétszego tuku
miedzy tymi punktami). Zalézmy, ze odleglosé¢ ta jest bardzo mala, np. réwna
£o = 0,000 000 000001, czyli tyle co nic. Jak zmieni sie ona po jakim$ czasie?
Latwo sprawdzi¢, ze po kazdej z poczatkowych iteracji f odleglo$¢ miedzy
bliskimi punktami wzrasta dwa razy. Po pierwszej sekundzie mamy wiec

g1 = 0,000 000000002 — w dalszym ciagu tyle co nic. Ale juz po 15 sekundach
mamy &5 = 0,00000003. .., po 30 sekundach 39 = 0,001..., a po 40
sekundach ta odleglos¢ jest juz réwna 49 = 1,099... Widzimy, ze trajektorie
naszych punktéw rozbiegly sie niezmiernie szybko. Co wiecej, gdy nadal
bedziemy iterowaé¢ funkcje f, to losy tych punktéw moga by¢ zupelnie rézne.
Jeden z nich moze, na przyklad, wpas¢ w punkt o wspélrzednej katowej 0 i tam
pozostac, bo jest to punkt staly przeksztalcenia f. Drugi zas moze biega¢ po
okregu S i nigdy nie wraca¢ do wczesniejszych polozen, a jego trajektoria moze
nawet by¢ gesta w S, to znaczy odwiedza¢ kazdy niepusty otwarty tuk w S.

Wida¢ stad, ze trajektorie dwéch dowolnie bliskich punktéw z S zawsze
oddalaja sie od siebie po pewnym czasie. Ta wlasnos$¢, zwana w teorii

ukladéw dynamicznych wrazliwoscia na warunki poczatkowe, jest

jedna z charakterystycznych cech chaosu. Bardzo to niewygodne dla
eksperymentatoréw — pomiar zawsze jest obciazony pewnym bledem, wiec

w ukladzie chaotycznym nie mozna przewidzie¢, co stanie sie z danym punktem
po bardzo dhugim czasie. Najlepszym przykladem jest tu prognoza pogody.
Mozna niezle przewidzie¢ pogode na jeden, dwa lub trzy dni naprzéd, ale nie

na miesiac! Prognozy podawane w $rodkach masowego przekazu, takie jak ,Zima
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bedzie w tym roku mrozna, ale bez $niegu, styczen bedzie cieply, a luty zimny”
to czysta statystyka. No wlasnie, statystyka, prawdopodobienstwo. .. Tam
rowniez wystepuje pewien rodzaj chaosu wynikajacy z nieprzewidywalnosci.

Nie wiemy, za ktorym razem wypadnie orzel przy wielokrotnym rzucie moneta,
cho¢ wiemy, ze $rednio bedzie to polowa razy. Ale to jest inny rodzaj chaosu, tak
zwany chaos stochastyczny, niedeterministyczny. Natomiast chaos w ukladach
dynamicznych to chaos deterministyczny — wzor naszej funkcji jest scisle
okreslony, mozemy doktadnie wyliczy¢, co stanie sie po paru poczatkowych
iteracjach przeksztalcenia. Trudno$¢ polega na tym, ze przy duzej liczbie iteracji
ilo$¢ obliczen rosnie wykladniczo i zaden komputer nie da sobie z tym rady.

Popatrzmy na przyklad, jak komputer radzi sobie z iterowaniem naszego
przeksztalcenia, czyli mnozeniem kata przez dwa. Wspdélczesne maszyny
postuguja sie z reguly arytmetyka dwdjkowa — liczby reprezentowane sa jako
ciagi zer i jedynek o pewnej okreslonej dlugosci. Mnozenie przez 2 liczby

w ukladzie dwéjkowym to po prostu przesuniecie wszystkich cyfr jej rozwiniecia
0 jedno miejsce w lewo. Ale poniewaz komputerowa reprezentacja liczby ma
skonczona dlugosé, to ciag tych cyfr obcina sie na pewnym miejscu i dopisuje
zera. Zatem po pewnej liczbie iteracji naszego przeksztalcenia (zaleznej od
doktadnosci reprezentacji) okaze sie, ze wszystkie punkty wpadly w punkt

o wspolrzednej 0 — oczywisty absurd. Ten przyktad, mimo pewnych uproszczen
(komputerowe reprezentacje liczb moga by¢ bardziej wyrafinowane) pokazuje,
ze istnieja zasadnicze ograniczenia przy komputerowym modelowaniu uktadéw
chaotycznych. Zeby jeszcze wszyscy naukowcy o tym pamietali. . .

Wréémy do naszego przykladu. Kolejna cecha chaosu, o ktérej juz
wspomnieliSmy, jest istnienie gestych trajektorii. Jak wykazac, ze istnieje

punkt z S, ktérego trajektoria odwiedza kazdy niepusty otwarty tuk okregu?
Najlatwiej zrobi¢ to za pomoca kodowania. Oznaczmy gérna polowe okregu
(wraz z punktem o wspéirzednej katowej 0) przez G, a dolna (wraz z punktem
o wspolrzednej katowej m) przez D. Kazdemu punktowi x na okregu mozemy
teraz przyporzadkowaé ciag a,(z), n = 0,1,... zlozony z zer i jedynek, kladac
a, =0, gdy f*(z) € Gia, =1, gdy f*(x) € D. Jest to wlasnie nasze kodowanie.
Latwo sprawdzié¢, ze dwa rézne punkty po pewnej liczbie iteracji f wpadna

w dwie rézne poléwki okregu, wiec kodowanie to jest réznowarto$ciowe. Widaé
tez, ze an(f(x)) = ans1(x), czyli przeksztalcenie f przesuwa caty kod punktu

o jedno miejsce w lewo, obcinajac jego pierwsza cyfre. Ciagi zer i jedynek
kojarza sie z rozwinieciem dwdjkowym. .. Rzeczywiscie, jak latwo sie przekonac,
nasze kodowanie to po prostu rozwiniecie dwéjkowe wspolrzednej katowej
punktu z podzielonej przez 2w. Mozemy teraz znalez¢ punkt o gestej trajektorii.
Oznaczmy przez By, 1,..., B, 2n wszystkie bloki (skoriczone ciagi) dtugosci n
zlozone z zer i jedynek. Zauwazmy, ze punkty o kodzie rozpoczynajacym sie od
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B, i tworza tuk I, p C S o dlugosci 27/2™ oraz |J I, = S. Spéjrzmy teraz na
k=1

punkt zy o kodzie

Bl,1B1.2B2,lB2,2B2,3B2,4 oocn Bn_1$2n—l Bn,l oy Bn,2" Bn+1,1 -

czyli na punkt, ktérego wspélrzedna katowa podzielona przez 27 ma wlasnie
takie rozwiniecie dwdjkowe. Poniewaz w kodzie punktu zy wystepuja wszystkie
mozliwe bloki oraz f przesuwa kody punktéw o jedno miejsce w lewo, trajektoria
punktu z¢ odwiedzi wszystkie tuki I, ., a wiec bedzie gesta w S. Mozna
wykazac, ze takich gestych trajektorii jest nieskonczenie wiele, a nawet

ze wiekszo$¢ punktéw (Scislej: prawie wszystkie w sensie miary Lebesgue’a

na S) ma takie trajektorie. Wynika z tego, ze w S istnieje gesty zbiér punktéw
o gestych trajektoriach. Z drugiej strony, punkty o kodach, w ktérych jest
skonczona ilo$é jedynek (czyli punkty, ktére po pewnej ilosci iteracji wpadna
w punkt o wspéirzednej katowej 0, majacy kod zlozony z samych zer), tez
tworza zbiér gesty w S. Ich trajektorie na pewno nie sa geste, bo sa skonczone.

Zauwazmy tez, ze biorac jakikolwiek nieskonczony ciag zlozony z zer i jedynek
(na przyklad uzyskany losowo przy wielokrotnym rzucie moneta), znajdziemy
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Uwaga! Zdanie obok nie jest calkowicie
$cisle. Przy naszej definicji kodowania
istnieja pewne nieskonczone ciagi zlozone
z zer i jedynek, ktére nie sg kodami
zZadnego punktu z S. Jakie to ciagi?

punkt w S, ktérego orbita odwiedza gérna i dolna poléwke okregu w takim
porzadku, jaki wyznacza ten ciag.

Trzecia cecha chaosu, o ktérej tu wspomnimy, dotyczy punktow okresowych
przeksztalcenia f. Punkt okresowy o okresie p to punkt x, dla ktérego

fP(x) = z. Otéz cecha ukladu chaotycznego jest wystepowanie gestego zbioru
punktéw okresowych i gestego zbioru punktow nieokresowych. Pozostawiamy
Czytelnikowi sprawdzenie tej wlasnoéci w naszym przypadku. Okazuje si¢
przy tym, ze f ma punkty okresowe o wszystkich okresach, co réwniez jest
cecha uktadu chaotycznego. Z opisanych wyzej wlasnosci wynika niestabilnosé
naszego ukladu. Przy dowolnie malej zmianie punktu z S jego zachowanie pod
dzialaniem iteracji f moze drastycznie si¢ zmienic.

Widzimy wiec, ze nasz pozornie prosty uklad ma naprawde skomplikowane
wlasnoéci. Wybierajac ,losowo” punkt z okregu, mamy male szanse
przewidzenia jego trajektorii. . .

i Zadania

R edaguje Lukasz WIECHECKI

Tym razem wszystko kreci sie wokdl przeuroczego twierdzenia geometrycznego, ktérego
tre$é zawarta jest w zadaniu M 963. Zadania M 961 i M 962 sa jego giermkami.

M 961. Dany jest czworokat wypukly ABCD oraz punkty K, L, M,N

D
=
g

polozone tak jak na rysunku 1, przy czym wiadomo, ze r’%KBlI = % = @ oraz
’ffg'l . %ﬁg} = 3. Udowodnié, ze jesli P jest punktem przeciecia odcinkéw KL
. MP| _ . |KP| _

1MN,toJ|P—Ml—a1W—ﬁ.

Rozwiazanie na str. 13

M 962. Boki AB i CD czworokata wypuklego ABC D podzielono na k réwnych
czeéci, a nastepnie odpowiadajace sobie punkty polaczono odcinkami (rys. 2).
Udowodnié, ze pola Sy, ..., S powstalych w ten sposéb czworokatéw tworza
ciag arytmetyczny.

Rozwiazanie na str. 13

M 963. Boki AB i CD czworokata ABC D podzielono na m, a boki BC'i AD —
na n réwnych czeéci, gdzie m i n sa liczbami nieparzystymi. Nastepnie polaczono
odcinkami odpowiadajace sobie punkty na przeciwleglych bokach (rys. 3 dla

m = 3, n=>5). Udowodni¢, ze pole srodkowego, powstalego czworokata jest mn

razy mniejsze niz pole czworokata ABCD.

Rozwiazanie na str. 8

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 553. Naczynie o objetosci V' polaczone jest z pompa tlokowa, w ktorej
objeto$é¢ komory wynosi V' (rys. 4). Ile ruchéw tlokiem nalezy wykonaé, aby
ci$nienie w naczyniu zmniejszylo sie od p do p’. Ciénienie atmosferyczne
wynosi pg, zmiany temperatury mozna zaniedbac.
Rozwiazanie na str. 11

F 554. Do rurki barometru rteciowego dostat

sie pecherzyk powietrza, w wyniku czego przy
ci$nieniu atmosferycznym pg i temperaturze T
wysoko$¢ stupa rteci w rurce zmniejszyla sie do

H; (rys. 5). Ile wynosi ci$nienie atmosferyczne

(w mm Hg), jesli w temperaturze T wysokos¢ stupa
rteci w uszkodzonym barometrze wynosi H?
Rozwiazanie na str. 4 Rys. 5

Po
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