Twierdzenie Guldina
Piotr ZMIJEWSKI

Srodek masy tréjkata i érodek masy jego wierzcholkéw pokrywaja sie. Srodki
masy okregu i kola o tym samym $rodku i promieniu réwniez sa identyczne.

A érodek masy pétokregu i érodek masy pétkola nim ograniczonego? Pokrywaja
sie? A jedli nie, to ktéry z nich lezy dalej od srodka okregu?

Zanim odpowiemy na to pytanie, zauwazmy, ze na ogél wyznaczanie polozenia
érodka masy réznych bryl wymaga stosowania rachunku calkowego. Istnieja
jednak pewne triki, ktore pozwalaja czasem tego uniknaé. Jeden z takich trikéw
oparty jest na nastepujacym twierdzeniu Guldina:

Jesli obracamy plaskq, jednorodng i spéjna (w jednym kawalku)
figure F wzgledem osi lezgcej w tej ptaszezyinie i nie przecinajacej
wnetrza F, to objetosé powstajgcej bryty jest iloczynem pola figury F
i drogi, jakq przebyt jej srodek masy.

Jak latwo zauwazyé¢ w przypadku przesuwania krzywej otrzymamy twierdzenie:
Jesli obracamy ptaskq, jednorodng i spdjnag krzywq wzgledem osi
lezqcej w tej ptaszczyénie i nie przecinajgeej tej krzywey, to pole (S)
powstajacej powierzchni jest iloczynem dlugosci (L) tej krzywej
i drogi (s), jakq przebyt jej srodek masy.

Twierdzenie to jest w istocie konsekwencja twierdzenia Guldina, gdyz mozna
traktowaé krzywa jako bardzo waska (o szerokosci dx) figure ptaska. Wtedy
jej pole powierzchni jest L - dz, a objetos¢ powstajacej bryly wynosi S - dz.
7 twierdzenia Guldina mamy: Sdx = Ldz - s, co daje S = Ls.’

Twierdzenie Guldina shuzy zazwyczaj do wyznaczania objetosci i pol
powierzchni bryl, mozna jednak skorzystaé¢ z niego przy wyznaczaniu $rodka
masy.

Pewna rzecz wymaga tutaj wyjaénienia. Stosowanie pojecia srodka masy dla
figur tréjwymiarowych jest zupelnie jasne, ale méwienie o $rodku masy figur
jednowymiarowych lub dwuwymiarowych moze wzbudzaé¢ watpliwosci. Przeciez
nie maja one objetodci, a wiec nie powinny mie¢ réwniez masy! Z fizycznego
punktu widzenia, gdy méwimy np. érodek masy kota o promieniu r, mamy
wtedy na myéli punkt, do ktérego dazy srodek masy jednorodnego walca

o promieniu r i wysokoéci H, gdy H dazy do 0. Przykladowo érodki masy
okregu lub kola wygodnie sobie wyobraza¢ jako srodki masy jednorodnego,
cienkiego (o stalym przekroju) drutu wygietego w ten sposéb, ze przypomina
okrag lub kawalka jednorodnej, cienkiej (o stalej grubosci) blachy w ksztalcie
kota.

Wréémy teraz do naszego poczatkowego problemu i sprébujmy znalezé
polozenie érodka masy jednorodnego pélokregu o promieniu r. Wiadomo
7z symetrii, ze érodek masy lezy na prostej przechodzacej przez srodek pélokregu
Rys. 1 i prostopadlej do érednicy pélokregu (ta prosta jest jedyna osia symetrii
rozwazanej figury). Wystarczy wiec znalez¢ odlegloé¢ x; srodka masy od $rodka
srednicy pélokregu (rys. 1). Jesli pélokrag obrécimy wokét srednicy tak, aby
i powstala sfera, to srodek masy poruszac sie bedzie w czasie tego obrotu po
:I okregu o promieniu z;, przebedzie wiec droge 2mz;. Zgodnie ze sformulowanym

wezeéniej twierdzeniem, iloczyn tej drogi i dtugosci pétkola jest réwny polu
powierzchni powstajacej sfery, tzn. 2wz, - mr = 4mr?, stad dostajemy z; = %r.

Rozwazmy teraz jednorodne pélkole o promieniu r. Srodek masy tej figury
lezy na jej osi symetrii, tzn. na prostej prostopadlej do érednicy pétkola
i przechodzacej przez érodek tej érednicy (rys. 2). Gdy obracamy to péikole

wokét érednicy, powstaje kula o objetoéci mr®
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Na koniec podajmy jeszcze jeden przyklad pokazujacy, ze twierdzenie Guldina
moze shuzy¢ w pewnych przypadkach do wyznaczania objetosci bryl. Rozwazmy
jednorodne kolo o promieniu r. Jego srodek masy lezy, oczywiscie, w Srodku
kota. Wyobrazmy sobie teraz, ze kolo porusza si¢ w przestrzeni w ten sposéb,
ze jego $rodek zatacza okrag (prostopadly do kola w punkcie przeciecia

z kotem w kazdej chwili ruchu) o promieniu R. Powstaje w ten sposéb detka
rowerowa, czyli torus (rys. 3). Objeto§é¢ V tego torusa zgodnie z twierdzeniem
Guldina jest iloczynem pola powierzchni przemieszczanego kota i drogi, jaka

Rys. 3 przebyl jego érodek masy, zatem: V = 27 R - mr? = 272 Rr? Udalo sie wiec
wyprowadzi¢ wzdr na objetos$¢ torusa w prosty sposéb, bez skomplikowanego
calkowania. Rozwazajac analogiczne przesuwanie okregu, mozemy latwo
otrzymaé nastepujacy wzér na pole powierzchni torusa S = 47%Rr.
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i Zadania

Redaguje fukasz WIECHECKI

M 958. W wierzcholku A; dwunastokata foremnego A; A5 ... A5 stoi znak
minus, a w pozostalych plusy. Mozemy dokonywaé operacji, polegajacych na
zmianie znakéw stojacych przy dowolnych szesciu kolejnych wierzchotkach
dwunastokata. Wykazaé, ze za pomoca takich operacji nie da sie dojs¢ do
sytuacji, w ktorej przy As stoi minus, a przy pozostatych wierzchotkach — plusy.
Rozwiazanie na str. 6

M 959. W wierzcholtku A; dwunastokata foremnego A; 45 ... A2 stoi znak
minus, a w pozostalych plusy. Mozemy dokonywac operacji, polegajacych na
zmianie znakéw stojacych przy dowolnych czterech kolejnych wierzchotkach
dwunastokata. Wykazaé, ze za pomoca takich operacji nie da sie dojs¢ do
sytuacji, w ktorej przy As stoi minus, a przy pozostalych wierzcholtkach — plusy.
Rozwiazanie na str. 7

M 960. W wierzcholkach pietnastokata foremnego o srodku O rozstawiono
plusy i minusy. Mozemy dokonywa¢ operacji, polegajacych na zmianie znakéw
wszystkich znakéw stojacych przy wierzcholtkach pewnego k-kata foremnego

o érodku O (k € {3,5,15}). Udowodni¢, ze istnieje takie rozstawienie znakéw,
ze nie da sie go za pomoca powyzej opisanych operacji otrzyma¢ wychodzac ze
zbioru samych plusow.

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 551. Obliczy¢ stala grawitacji przyjmujac, ze promieri Ziemi jest réwny
R = 6370 km, przyspieszenie ziemskie g=9,81 m/s?, a érednia gesto$¢ Ziemi
wynosi p = 5,5 - 10® kg/m3.

Rozwiazanie na str. 8

F 552. Wyznaczy¢ mase Slonca, gdy znany jest okres obiegu Ziemi dookota
Stonca T i promien orbity ziemskiej r.
Rozwiazanie na str. §
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