
Rys. 1. Zasada dzialania systemu

zwielokrotniania kanalu transmisyjnego
przez podzial czasu.

Wartosci wspólczynników an i bn,

które minimalizuja róznice pomiedzy

sygnalem x(t) i szeregiem funkcji

trygonometrycznych, obliczamy wedlug
wzorów

Tj2

an = ~ J x(t) cos(27rnjt)dt,
-Tj2

Tj2

bn = ~ J x(t) sin(27rnjt)dt.
-Tj2

Wzory Eulera (i2 = -l)
eit + e-it eit _ e-it

cost = -----, sint = 2i

Wspólczynniki Cn oblicza sie za pomoca
wzoru

Tj2

Cn = ~ J x(t)e-2-rrinf'dt.

-Tj2

Telefony
Jacek IZYDORCZYK

Geneza problemu próbkowania

Czy wiecie, ze telefon ma juz 125 lat? Chociaz aparat telefoniczny przez caly

ten czas sluzyl glównie do przenoszenia glosu ludzkiego na odleglosc, to jednak

wspólczesny, cyfrowy aparat GSM jest nieporównanie mniejszy i bardziej

skomplikowany niz pierwszy aparat telefoniczny skonstruowany przez A.G. Bella

(1847-1922). Istota zmian zawiera sie chyba w slowie "cyfrowy".

Proces przetwarzania cyfrowego polega na zamianie sygnalu analogowego, np.

przebiegu drgan pradu elektrycznego w obwodzie mikrofonu wywolanych przez

padajace na membrane mikrofonu dzwieki, na sygnal cyfrowy, tzn. ciag liczb

o ograniczonej dokladnosci. Czy mozna jednak sygnal analogowy przeksztalcic

na sygnal cyfrowy zupelnie bez strat? Czy funkcje ciaglej zmiennej t mozna

zastapic ciagiem liczb? Podejrzenia, ze jest to mozliwe, pojawily sie juz

150 lat temu, gdy tylko skonstruowano telegraf. Pózniej zaczeto budowac

urzadzenia do przesylania wielu rozmów telefonicznych za pomoca jednej

pary przewodów. Idea byla prosta. Dwa sprzezone komutatory polaczone na

stale jedna para przewodów kolejno, wiele razy na sekunde, laczyly kilka par

aparatów telefonicznych (rys. 1). Pierwszy w pelni sprawny system tego typu

zostal skonstruowany okolo 1900 roku (fotografia). Rozmowa telefoniczna

stawala sie mozliwa wtedy, gdy para aparatów telefonicznych laczona byla i

rozlaczana okolo 4300 razy na sekunde. Zjawisko to sugeruje, ze jezeli wartosc

sygnalu mowy próbkujemy (czyli sprawdzamy) co okolo 230 llS, to przebieg

sygnalu w miedzyczasie jest stosunkowo "malo istotny" .

Widmo

Pojedynczy ton o czestotliwosci f to sygnal opisywany funkcja kosinus

x(t) = Acos(27rft + 1jJ),

gdzie A to amplituda dzwieku, a ljJ to przesuniecie fazowe. Korzystajac ze znanej

tozsamosci trygonometrycznej, mozna to tez zapisac jako

x(t) = al cos 27r f t + bl sin 27r f t,

gdzie al = A cos ljJ oraz bl = - A sin 1jJ.

Z czystymi tonami spotykamy sie stosunkowo rzadko. Czesciej mamy do

czynienia z dzwiekiem o ustalonym okresie T = l/fi ksztalcie, który jednak

trudno uznac za sinusoide lub kosinusoide. Mozna sie jednak uprzec i tak

próbowac dobrac amplitudy al i bl pojedynczego tonu o czestotliwosci f, aby

przebieg czasowy czystego tonu byl mozliwie bliski sygnalu x(t). Gdy chcemy

poprawic jakosc przyblizenia, mozemy uzyc tez tonów o czestotliwosci 2f, 3f,

4f, itd. W ten sposób powstaje trygonometryczny szereg Fouriera zwiazany

z okresowym sygnalem x(t)
00

ao ~ .x(t) = 2 + L)an cos 27rnft + bnsm 27rnft).
n=l

Jezeli tylko moc sygnalu x(t) jest skonczona, to moc sygnalu bedacego róznica

miedzy sygnalem x(t) i jego trygonometrycznym szeregiem Fouriera jest równa

zeru. A zatem próbkowanie powinno byc mozliwe!

Korzystajac ze wzorów Eulera, trygonometryczny szereg Fouriera mozna

przeksztalcic w szereg wykladniczy
00

x(t)= L Cne27rinjt.
n=-oo

Wspólczynniki rozwiniecia w wykladniczy szereg Fouriera sa liczbami

zespolonymi i tworza tzw. widmo sygnalu. Jezeli sygnal x(t) jest sygnalem

rzeczywistym, to jego widmo wykazuje symetrie, tzn. C-n = Cno Moduly liczb Cn

tworza widmo amplitudowe sygnalu. Argumenty liczb Cn tworza widmo fazowe

sygnalu.
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Dla glosu meskiego czestotliwosc 1 = l/T,

zwana czestotliwoscia tonu krtaniowego,
jest równa ok. 100 Hz. Dla glosów
zenskich czestotliwosc tonu krtaniowego

jest odpowiednio wyzsza i moze dochodzic
do 200 Hz - zenskie glosy sa wyzsze od

meskich.

W ludzkiej mowie mozna znalezc fragmenty bardzo zblizone do sygnalu

okresowego. Przykladowo, na rysunku 2a przedstawiony jest przebieg

sygnalu powstalego w wyniku rejestracji gloski "a". Okres T, z jakim sygnal

powtarza sie, odpowiada okresowi drgan wiazadel glosowych. Na rysunku 2b

przedstawione jest widmo amplitudowe zarejestrowanego przebiegu. Wartosci

wspólczynników Cn przedstawione sa w skali logarytmicznej (w decybelach)

miedzy innymi dlatego, ze narzady sluchu odbieraja dzwieki w skali

logarytmicznej.
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Rys. 2. Fragment przebiegu czasowego gloski "a" i jego widmo.
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Mowa ludzka oraz otaczajace nas dzwieki zawieraja jednak takze fragmenty

nieokresowe, a nawet takie, które wykazuja wiele cech losowosci. W takim

przypadku dzwiek nie jest juz suma tonów tylko o czestotliwosciach f, 2f,

3f, itd., gdyz pojawiaja sie w nim dowolne czestotliwosci, przy czym jedne

w wiekszym, inne w mniejszym natezeniu. Zamiast sumowania mamy wiec

calkowanie (bo bierzemy continuum czestotliwosci, a nie tylko ich przeliczalna

ilosc), a zamiast wspólczynników an i bn mamy cala funkcje X(f), która okresla,

z jakim natezeniem poszczególne czestotliwosci wchodza w sklad calego sygnalu.

Funkcje te nazywamy widmem sygnalu. Sygnal dany jest zatem wzorem
00

x(t) = J X(f)ei1tdf.

Jezeli okres F jest mniejszy niz 210,

przesuniete wzgledem siebie wersje widma

sygnalu nakladaja sie i na podstawie

przebiegu funkcji X(f) (rys. 3b) nie da

sie odtworzyc widma sygnalu X(f). Jezeli
okres F jest wiekszy lub równy 210, to

przedzial obejmuje obszar, w którym

widmo X (f) jest rózne od zera, przy

czym przebieg funkcji X(fl jest w tym

przedziale identyczny z przebiegiem
widma X(fl (rys. 3c).

Rys. 3. Przyklad nalozenia widm.

c F>2fo

-00

Cecha charakterystyczna systemów telekomunikacyjnych jest to, ze widmo

przekazywanych sygnalów jest rózne od zera tylko w ograniczonym zakresie

czestotliwosci. Na przyklad ludzie porozumiewaja sie za pomoca mowy, której

f widmo z pewnoscia konczy sie na czestotliwosci 22000 Hz, a w praktyce
wystarcza im mowa, której widmo ograniczono do 4000 Hz, bo w tym
obszarze zawarta jest cala wypowiadana informacja tekstowa, wszystkie

informacje prozodyczne (np. akcentowanie) oraz wiele danych pozwalajacych

na rozpoznanie mówcy. Ta wlasciwosc glosu ludzkiego zostala wykorzystana

w telefonii, która przesyla sygnaly o czestotliwosci nie przekraczajacej 3500 Hz.

Twierdzenie Shannona o próbkowaniu

Zalózmy, ze mamy do czynienia z sygnalem x(t), którego widmo X(f) jest rózne

od zera jedynie w przedziale (- fo, fo). Chcielibysmy rozwinac widmo w szereg
Fouriera. Ale zrobic to mozna tylko z funkcja okresowa. Tworzymy wiec z widma

funkcje o okresie F
+00

X(f) = L X(f - nF),
n=-CX)

Ze wzoru na wspólczynniki mamy bowiem

fa

Cn = ~ J X(fle-hi"Pfdl =
-fa

gdzie F jest nie mniejsze niz 2fo. W tym przypadku wspólczynniki rozwiniecia

funkcji w wykladniczy szereg Fouriera opisuja jednoczesnie przebieg

widma X(f). Mozna nietrudno wyliczyc, ze sa one równe

c = ~x (_ n)n F F'

Aby odtworzyc sygnal x(t), nalezy pobierac próbki tego sygnalu w odstepach

czasu t = l/F. Wielkosc F ma znaczenie czestotliwosci próbkowania sygnalu
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Claude Elwood Shannon, ur. 1916,

amerykanski matematyk i inzynier.
Wladimir A. Kotielnikow, ur. 1908,

radiotechnik rosyjski.
I. Somey, radiotechnik japonski,

twierdzenie o próbkowaniu sformulowal

w ksiazce pt. "Hakei Denso" (Transmisja

sygnalów).

Rarry Nyquist, 1889-1976, amerykanski
elektrotechnik.

Wiemy bowiem, ze x(t) jest dany wzorem

F/2

~f x (~) J ehi!(t-nIF)df =
n=-oo -F/2

= '""' x (:'2:.) sin Tf(Ft - n).L.J F Tf(Ft - n)

Dzwieki zapisywane sa na plycie

kompaktowej w postaci próbek
pobieranych z czestotliwoscia
F = 44,1 kHz. Zgodnie z twierdzeniem

o próbkowaniu zapewnia to poprawna

rejestracje dzwieków, których widmo

rozciaga sie do czestotliwosci 22050 Hz,

czyli poza obszar slyszalnosci wiekszosci
ludzi. Kazda próbka sygnalu zapisana jest

w systemie dwójkowym z wykorzystaniem

szesnastu cyfr binarnych - bitów.
Na plycie zapisywany jest dzwiek

stereofoniczny, tzn. dwa osobne sygnaly:

jeden pochodzacy z kanalu lewego,
a drugi pochodzacy z kanalu prawego.
W rezultacie strumien bitów odczytywany

podczas odtwarzania muzyki wynosi

próbek bitów
2 . 44100 --- . 16 =

próbke

= 1411 200 bitów
s

Muzyka zapisana w postaci sygnalu

stereofonicznego to sygnal, którego

widmo rozciaga sie w zakresie od
16 Hz do 50 kHz. Obraz telewizyjny

przekazywany jest w postaci sygnalu,

którego widmo nie przekracza 10 MHz.

Aparat glosowy czlowieka ma charakter
akustycznej rury rezonansowej. Podczas

artykulacji mowy kluczowa role

odgrywaja dwie najnizsze czestotliwosci

rezonansowe tej "rury" nazywane

formantami. Czestotliwosci te mieszcza

sie w zakresie od 100 Hz do 700 Hz

(pierwszy formant) i od 100 Hz do
2000 Hz (drugi formant). To wlasnie

dlatego, kiedy na poczatku wieku

prowadzono prace nad komutowaniem

wielu rozmów telefonicznych po jednej

parze przewodów, stwierdzono, ze

mozliwa do przyjecia jakosc polaczenia

uzyskuje sie, gdy kazda para aparatów

laczona jest 4300 razy na sekunde·
Odpowiada to poprawnemu odtwarzaniu

sygnalów o czestotliwosci do 2150 Hz.

i, jak zauwazylismy wczesniej, powinna byc przynajmniej dwa razy wieksza od

najwiekszej czestotliwosci wystepujacej w widmie sygnalu próbkowanego. Jest
to tresc twierdzenia Shannona-Kotielnikowa-Someya o próbkowaniu. Minimalna

czestotliwosc próbkowania sygnalu nazywa sie czestotliwoscia Nyquista.

Ciag kolejnych próbek sygnalu analogowego nazywa sie sygnalem dyskretnym.

Wartosci próbek sygnalu zapisuje sie zwykle z ograniczona dokladnoscia

w binarnym systemie zapisu liczb. Taki sygnal nazywa sie sygnalem cyfrowym.

Pozostaje problem odtworzenia oryginalnego sygnalu analogowego na podstawie

sygnalu dyskretnego (cyfrowego). Wartosci próbek sygnalu x( t) pobrane

z czestotliwoscia Nyquista lub wyzsza wyznaczaja wartosci wspólczynników

rozwiniecia en okresowej wersji widma w wykladniczy szereg Fouriera.

Po wyzerowaniu funkcji poza przedzialem otrzymuje sie widmo sygnalu

analogowego. Ten ostatni uzyskuje sie w standardowy sposób z widma, co

prowadzi do wzoru

x(t) = f x (n) sin 'iT(Ft - n).
n=-CX) F 'iT(Ft - n)

Aproksymacja sygnalu pomiedzy próbkami odbywa sie zatem z wykorzystaniem

funkcji typu sin t/t. Funkcja ta dla t -+ O dazy do wartosci 1 i zeruje sie

w punktach k'iT, k - calkowite. W ten sposób odtworzony sygnal jest równy

dokladnie pobranej próbce w kazdej z chwil t = n/F. Wartosc sygnalu pomiedzy

próbkami odtwarzana jest na podstawie wszystkich próbek wczesniejszych

i pózniejszych. Im odleglejsza próbka, tym mniejszy jej wplyw na przebieg

sygnalu. W praktyce do aproksymacji stosuje sie funkcje ograniczona do

skonczonego zakresu wartosci argumentu t.

Polaczenie abonenta z centrala telefoniczna w znakomitej wiekszosci ma

charakter analogowy. Tymczasem cyfrowa centrala telefoniczna przenosi

rozmowy abonentów, faksy, sygnaly analogowe generowane przez modemy itd.

w postaci sygnalu cyfrowego. Sygnal analogowy po stronie centrali przechodzi

przez filtr dolnoprzepustowy, który ogranicza widmo sygnalu do 3,5 kHz.

Nastepnie sygnal jest próbkowany z czestotliwoscia 8 kHz. Kazda próbka

sygnalu zapisywana jest z wykorzystaniem osmiu bitów. Generowany strumien

danych wynosi

8000 próbek . 8 bi~ów = 64000 bitów.
s probke s

W przypadku telefonii cyfrowej ISDN zamiana sygnalu analogowego na cyfrowy

nastepuje wewnatrz aparatu telefonicznego. Transmisja miedzy centrala
a abonentem ma charakter cyfrowy. Od abonenta do centrali plynie strumien

danych 64000 bitów/s. Centrala nadsyla taki sam strumien niosacy glos

abonenta zdalnego. Lacze cyfrowe mozna tak skonfigurowac, aby przesylac

w jednym kierunku strumien 128000 bitów / s z wykorzystaniem obu kanalów

jednoczesnie. Taki tryb pracy lacza przydaje sie podczas pracy z Internetem.

Cyfrowy aparat telefonii komórkowej GSM przesyla do centrali cyfrowy

sygnal mowy laczem radiowym. Sygnal ten jeszcze wewnatrz aparatu poddaje

sie procesowi kompresji, tzn. usuwa sie z sygnalu te wszystkie elementy,

które sa przez zmysl sluchu slabo odbierane. W rezultacie odtworzony

u abonenta zdalnego sygnal mowy moze dosc istotnie róznic sie od sygnalu

zarejestrowanego. Tyle tylko, ze róznice te sa slabo slyszalne. Natomiast laczem

radiowym przesyla sie dzieki temu strumien danych równy 13000 bitów / s lub

w nowszych wersjach systemu zaledwie 6500 bitów/s.

***
Przywyklismy, ze telefon komórkowy otrzymujemy od operatora za symboliczna

zlotówke. Jest zwykle taki maly i niepozorny. Wielkoscia przypomina otoczaki

znajdowane na dnie potoku. Ale w rzeczywistosci jest rezultatem pracy

i dociekliwosci calej rzeszy ludzi genialnych, którzy przez wieki starali sie dociec

istoty Przyrody. Jednak nawet ten telefon nie jest ostatnim slowem techniki.

Moze wiec warto wziac udzial w przygodzie z telekomunikacja?
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