Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozw

zadan 312 (WT'=2,13) i 313 (WT=4,00)

z numeru 2/2001

igzan

Andrzej Nowogrodzki - Chociandw 38,32
Aleksander Surma — Myszkdw 37.60
Tomasz Rudny — Warszawa 28,28
Tomazz Wietecha — Tarndw 22,20
Jacek Piotrowskl — Rzeszdw 22,19
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Czoléwka ligi zadaniowe]

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 409 (WT=2,13) i 410 (WT=1,19)

z numeru 11,/2000

Konrad Patkowski — Gdansk
Bartlomiej Marczak — Warszawa
Pawel Kubit Krakdw
Piotr Kumor — Olsztyn
Przemystaw Gadzifski - Sroda S1.
Janusz Olszewski — Suwalki

Pan Konrad Patkowski po kilku

44,75
44,27
42,22
39,60
38,19
36,60

miesiacach milczenia zndw sie wlaczyl

do gry i zakonczyl swoja druga
runde. A pana Marczaka witamy

w Klubie 44 M z kolejnym numerem

cztonkowskim 94.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki naleiy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélczynnik trudnodei danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — licgbg oséb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Redagugje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2001
Przypominamy tres¢ zadan:

314. Kula natadowana powierzchniowo stala gestoscia ladunku sklada sie z dwdch zetknigtych péltkul
o tej samej masie. W wyniku wzajemnego odpychania pétkule zaczely sig poruszaéd i oddalily sie na
bardzo duza odleglogé (ruch zachodzi bez opordw). W ktorym przypadku predkosé uzyskana przez
pétkule bedzie wieksza: gdy sa przewodzace, czy gdy sa nieprzewodzace?

315. Mamy do dyspozycji dowolne oporniki oraz dowolna liczbe idealnych diod o napieciu progowym
1 V (tzn. nie przewodzacych pradu przy nizszym napieciu, a przewodzacych dowolnie duzy prad przy
napieciu minimalnie wiekszym). Zaprojektowaé jak najprostszy obwdd o dwdch wyjsciach, kidrego
charakterystyka pradowo-napieciowa jest dana na przedstawionym obok wykresie,

Poza konkursem: Czy istnialoby rozwiazanie, gdyby punkt lamanej o wspdélrzednych (2;35)
przesunaé w goére do (2;50)? (Autorowi nie udato sie ani znaleZ¢ tego rozwiazania, ani udowodnié,

ze nie istnieje.) '

314. Na przewodzacych péltkulach ladunek rozktada sie tak, aby energia potencjalna
(energia pola elektrostatycznego) byla najnizsza — dlatego energia kinetyczna pétkul
bedzie w tym przypadku wyzsza, czyli rozbiegna sie z wieksza predkoscia. A oto
inny argument: podczas oddalania sie od siebie pétkul przewodzacych czeéé tadunku
przejdzie na podstawy pélkul i beda sie one odpychaé nieco silniej niz wtedy, gdy
pozostanie on roztozony tylko na zewnetrznej powierzchni.

315. Jak sie wydaje, najprostszymi obwodami zgodnymi z podang charakterystyka sa
dwa przedstawione obok.

Gdy U < 1V, prad plynie tylko przez 2 galezie — przez R; oraz przez Rs i Rs.
Poniewaz wedlug charakterystyki opdr jest wtedy réwny 100 2, wigc pomijajac
jednostki, mozemy napisaé
1 1 1
Sl o e SR
Ri Rs3+Rs 100

W przedziale 1 V < U < 1,5 V prad zaczyna plynaé przez jedng z diod i opornik Rj,
a jego natezenie jest dane wzorem

i U I U 4 U-1
Ri  Rs+ Ry Ry '
czyli

1 1 1
M_AU(Rl L Ra)'
7 wykresu odezytujemy AU = 0,5 V, Al = 10 mA, a poréwnujac z poprzednim
réwnaniem znajdujemy Rz = 100 Q. Aby kolejne zalamanie wykresu nastepowalo prazy
napieciu 1,5 V, opory Rz i R4 musza pozostawaé¢ w stosunku 1:2 (na dolnym schemacie
takze odwrotny stosunek jest dopuszczalny) — wtedy w przedziale 1,5 V< U <2V
prad plynie takze przez diode réwnolegla do opornika Ry, a natezenie pradu
catkowitego wynosi
U U=1 U-1

I=— z
R1+ R o R»

stad
1 1 1
AT=AU (7 + & —) ;
B R R
W tym przedziale mamy AU = 0,5 V, AI =15 mA, a dalej wyznaczamy R, = 200 2,
Rs = 66,7 Q1 Rs = 133,3 2. Gdy napiecie przekracza 2 V, prad plynie przez dwie
polaczone szeregowo diody bez oporu.
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Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2001
Przypominamy tresé¢ zadan:

417. Niech n bedzie ustalona dodatnia liczba catkowita. Znaleié najwieksza mozliwa wartodé sumy
2n

E |w(i) — i| dla permutacji 7 zbioru {1,2,3,...,2n}. Ile jest permutacji wyznaczajacych te

i=1
maksymalng wartodé?

418. Dany jest okrag @ o srodku O i promieniu r oraz dwa ustalone rézne punkty A i B na tym
okregu, w odleglosci katowej | L AOB| = . Rozwagzamy pary okregdw stycznych wewnetrznie

do okregu € w punktach A i B oraz wzajemnie stycznych zewnetrznie. Punkty ich stycznoéci
zewnetrznej tworza luk krzywej. Obliczyé dlugodé tego huku.

417. Niech A ={1,...,n}, B = {n+1,...,2n}. WeZzmy dowolna
2n

permutacje 7 zbioru AU B, dla ktérej wartoéé sumy F(w) = E |m(i) — 4| jest
i=1
mozliwie najwieksza (permutacje optymalng).

Wykazemy, ze m odwzorowuje zbiér A na zbiér B, a zbiér B na zbidr A.
Przypusémy, ze tak nie jest. Wowczas istnieja elementy a € A, b € B takie,
ze m(a) € A, w(b) € B. Okredlamy permutacje =’ zbioru AU B wzorami

n'(a) =xw(b), «'(B)=n(a), =) =) dla i#a,b.
Obliczamy réznice
F(x') - F(x) = |n'(a) — a| + [’ (5) — b| - |r(a) — a| — |=(b) — b] =
= mb)—a+b—n(a)—|n(a) —a|] — |7(b) — b = 3 — q,
gdzie
B=m(b)+b— |x(b) — b =2 min{b,n(b)} > 2(n + 1),
a=mn(a) +a+|r(a) — a| = 2 max{a,w(a)} < 2n.

Dostajemy nieréwnosé F(n') — F(mw) = 3 — a > 0, wbrew optymalnosci 7.
Zatem istotnie kazda permutacja optymalna odwzorowuje A na B, a B na A.

Niech teraz 7 bedzie dowolna permutacja spelniajaca ten ostatni warunek.
Dla kazdej takiej permutacji otrzymujemy jednakowq warto$é F(m):

L 2n
F(wr):Z(ﬂ-(i)—z‘)+Z+ (i — m(3)) le—zwgg-zj_
i=1 i=n+41 j=n+ =1 t=n-+1

2((n+1)+ (n+2)+...+2n) — 2(1+2+...+n) =

n(3n+1) —n(n+ 1) = 2n°.

Jest to wigc wartos¢ maksymalna. Stad wynika, ze permutacjami
optymalnymi zbioru {1,2,...,2n} s dokladnie te, ktére odwzorowuja zbiér A
na B, a B na A. Kazda z bijekcji A — B, B — A mozna wybraé niezaleznie
od pozostalej na n! sposobéw. Zatem liczba permutacji optymalnych jest
réwna (n!)?

I

418. Wezmy pod uwage dowolna pare okregéw, o jakich mowa w zadaniu.
Oznaczmy ich drodki przez P i @, a punkt ich stycznosci zewnetrznej przez X .
Zauwazmy, ze |PQ| = |PX|+ |QX| = |AP| + |BQ)| (rys. 1).

Niech w bedzie okregiem wpisanym w kat AOB (rys. 2), stycznym do jego
ramion w punktach A i B. Prowadzimy prosta £||PQ, styczna do tego okregu
w punkcie X' oraz przecinajaca odcinki OA i OB odpowiednio w punktach

P' i @Q'. Gdyby prosta PQ byla rozlaczna z okregiem w, mieliby$my zaleznogci

Rys. 2 |PQ| < |P'Q'| = |P'X'| +|Q'X'| = |AP'| + |BQ'| < |AP| +|BQ)|;

a gdyby prosta PQ przecinala okrag w w dwdch punktach, wystarczy bowiem w dowolnie wybranym jego punkcie X
zachodzilyby nieréwnodci przeciwne. Otrzymana w obu poprowadzi¢ styczna do w, aby w punktach jej przeciecia
przypadkach sprzecznosé z uzyskana wczesniej réwnoscia z odcinkami OA i OB otrzymaé érodki malych okregéw,
|PQ| = |AP| + |BQ| dowodzi, ze prosta PQ jest styczna do stycznych zewnetrznie w punkcie X.

okregu w; tak wiec X = X' jest punktem tego okregu.

Oznaczajac Srodek okregu w przez S, obliczamy dlugoséé d

Okrag w jest staly (nie zalezy od wyboru pary malych jego tuku AB:

okregéw). Mozliwe polozenia punktu X znajduja sie na
mniejszym tuku AB tego okregu i wypelniaja caly ten luk;

= |SA|-|LASB| =r-tg§ (7 — ).
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