O kolorowaniu plaszczyzny

Rys. 1

Renata OLMA, Jacek DYMEL

‘W 1950 roku 18-letni student Uniwersytetu w Chicago, Edward Nelson, postawit
problem: jaka jest minimalna liczba koloréw potrzebnych do pokolorowania
plaszczyzny w ten sposdb, by zadne dwa punkty ptaszczyzny oddalone o 1 nie
byly tego samego koloru? Liczbe te nazywamy liczba chromatyczna plaszczyzny.
Mimo ze od postawienia problemu minelo pieédziesiat lat, wiadomo jedynie,

ze liczba chromatyczna plaszczyzny jest wieksza od 3 i mniejsza od 8. Teraz
wlagnie to wykazemy.

1. Twierdzenie. Liczba chromatyczna plaszczyzny jest nie mniejsza niz 4.

Dowdd. Przypusémy, ze liczba chromatyczna plaszczyzny moze byé réwna 3.
Poniewaz zadne dwa punkty oddalone o 1 nie sa tego samego koloru, kazdy
tréjkat rownoboczny o boku 1 ma wierzcholki réznych koloréw. Kazdy punkt
plaszczyzny pokolorujmy jednym z trzech koloréw: czerwonym, niebieskim lub
zoltym. Zaznaczmy na plaszczyznie cztery punkty A, B, C, D polozone tak, jak
na rysunku 1.

Tréjkaty ABC i BCD sa tréjkatami rownobocznymi o boku 1. Zalézmy,

ze punkt A jest pomalowany na czerwono. By kazde dwa punkty odlegle o 1
byly réznych koloréw, punkty B i C' musza by¢ innych koloréw niz punkt A.
Mozemy przyjaé, ze punkt B jest niebieski, a punkt C z6tty. Punkt D zatem
zostal na pewno pomalowany na czerwono. Obréémy teraz romb ABCD
dookotla punktu A o taki kat, aby obrazem punktu D byt punkt D', ktéry jest
oddalony od punktu D o 1. Punkt D' musi by¢ pomalowany na czerwono (co
wynika z rozumowania analogicznego jak dla punktu D), wiec znalezliémy dwa
punkty odlegle o 1, ktére sa tego samego koloru. Nie mozna zatem pomalowaé
plaszczyzny trzema kolorami tak, aby zadne dwa punkty oddalone o 1 nie byly
tego samego koloru. m

2. Twierdzenie. Liczba chromatyczna plaszczyzny jest réwna co najwyzej 7.

Dowdd. Cala plaszczyzne podzielmy na kwadraty wedlug schematu
przedstawionego na rysunku 2. Kazdy kwadrat ma przekatna dlugosci 1.
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Kazdy kwadrat zostal pomalowany jednym z siedmiu
koloréw oznaczonych cyframi od 1 do 7. Gérna
i prawa krawedz kwadratu jest pomalowana w kolorze
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kwadratu z wyjatkiem gérnego lewego i dolnego
prawego rogu. Bez wiekszego trudu mozna zauwazy¢,
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ze nie ma na tej plaszczyznie dwéch punktow
4 5 6 7 oddalonych o 1 i pomalowanych tym samym
kolorem. m

Rys. 2

Rys. 3

Te dwa rezultaty przedstawione powyzej wyznaczaja cala dotychczasowa wiedze
na temat liczby chromatycznej plaszczyzny. Mimo badan prowadzonych od
piecdziesieciu lat wiadomo jedynie, ze liczba chromatyczna plaszczyzny nie jest
wicksza niz 7 i nie jest mniejsza niz 4. Problemem otwartym nadal pozostaje
wyznaczenie liczby chromatycznej plaszczyzny. A moze wlasnie Ty, Czytelniku,
po zastanowieniu znajdziesz rozwiazanie tego problemu?

Mimo iz nie udalo si¢ uzyskac rozwiazania w przypadku ogdlnym, istnieja liczne
wyniki przy dodatkowych zalozeniach. Teraz przedstawimy przyktad jednego
z nich.

3. Twierdzenie. Plaszczyzna pokolorowana czterema kolorami zawiera dwa

V5 +1
2

punkty o tym samym kolorze w odleglosci 1 lub

(stosunek zlotego

podziatu).

Dowdéd. Narysujmy na czterokolorowej plaszczyznie pieciokat foremny o boku
dhugosci 1 (rys. 3).

5+1
Oznaczmy przez x dlugosé przekatnej. Wykazemy, ze x = V5 + . Odcinek BF
ma dlugoséé 1 (bo czworokat ABFE jest rombem), a tréjkaty BEF i1 DFC sa
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Rys. 4
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Pozostaje zauwazy¢, ze dwa sposrdd pieciu wierzchotkéw pieciokata sa tego
samego koloru. Te dwa wierzcholki albo leza na jednym boku i ich odlegloé¢ jest

V5 +1

réwna 1, albo na jednej przekatnej i ich odleglosé jest réwna = = 7 "

Jedynym dodatnim rozwiazaniem réwnania z(z — 1) = 1 jest z =

Tréjkaty monochromatyczne

Pod pojeciem tréjkata monochromatycznego rozumieé¢ bedziemy tréjkat, ktérego
wszystkie wierzcholki sa tego samego koloru. Przedstawimy kilka probleméw
zwiazanych z trdjkatami monochromatycznymi.

4. Lemat. Wykazac, ze jezeli plaszczyzne pokolorujemy dwoma kolorami (przy
wykorzystaniu obu koloréw), to dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej d
mozna znalezé odcinek o dlugosci d i konicach réznych koloréw.

Dowdd. Przypusémy, ze na plaszczyznie dwukolorowej nie istnieje odcinek

o réznokolorowych koncach, ktérego dlugosé jest réwna d. Niech punkt A bedzie
pomalowany na niebiesko. Zgodnie z przyjetym zalozeniem, okrag o srodku A

i promieniu d jest niebieski. Zatem kolo o érodku A i promieniu d réwniez jest
cale niebieskie. Stad latwo wywnioskowaé, iz kolo o érodku A i promieniu 2d jest
pokolorowane na niebiesko. Postepujac analogicznie, dochodzimy do wniosku,

ze cala plaszczyzna zostala pokolorowana tylko na niebiesko, co jest sprzeczne

z zalozeniami. m

W 1998 roku na egzaminie wstepnym na informatyke na UJ pojawito si¢
nastepujace

5. Zadanie. Plaszczyzne kolorujemy dwoma kolorami. Czy kazda liczba
rzeczywista dodatnia jest odlegloscia miedzy dwoma punktami o tym samym
kolorze?

Rozwigzanie. Rozwazmy tréjkat réwnoboczny o boku diugoéci d. Pewne
dwa wierzcholki musza by¢ tego samego koloru. Tak wiec dla kazdej liczby
rzeczywistej dodatniej d znajdziemy dwa punkty tego samego koloru odlegle
od.m

6. Zadanie (z Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych w roku 1989).
Punkty plaszczyzny pokolorowane sa dwoma kolorami. Udowodnié, ze istnieje
tréjkat réwnoboczny, ktérego wszystkie wierzcholki sa tego samego koloru.

Rozwigzanie. Jezeli wszystkie punkty plaszczyzny pomalujemy na jeden

kolor, to poszukiwany tréjkat istnieje. Przyjmijmy, ze punkty plaszczyzny
pokolorowane zostaly na niebiesko i czerwono. Na plaszczyZnie wybieramy
czerwony punkt A i niebieski punkt B w ten sposéb, aby odcinek AB mial
dhugoéé 2 (na podstawie lematu wiemy, ze odcinek taki istnieje). Mozemy
zalozy¢, ze punkt C, ktéry jest srodkiem odcinka AB, ma kolor np. czerwony.
Wrybieramy punkty D i E' tak, aby czworokat DAEC byl rombem o boku
dlugosci 1. Jezeli przynajmniej jeden z punktéw D, E bedzie czerwony, to
otrzymamy czerwony tréjkat ACD lub ACE. W przeciwnym przypadku tréjkat
DE B bedzie niebieskim tréjkatem réwnobocznym o boku /3. m

7. Wniosek. Kazda dwukolorowa plaszczyzna zawiera monochromatyczny
tréjkat réwnoboczny o boku 1 lub /3. m

W zwiazku z wnioskiem rodzi sie pytanie: czy na kazdej dwukolorowej
plaszczyznie istnieje monochromatyczny tréjkat réwnoboczny o boku 17 Otéz
odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Wystarczy podzieli¢ plaszczyzne

na réwnolegle, pionowe pasy (kazdy o szerokosci 32—5) Potem malujemy te
pasy dwoma kolorami na zmiane, przy czym lewy brzeg nalezy do pasa,

a prawy — nie. Latwo zauwazy¢, ze tak pokolorowana plaszczyzna nie zawiera
réownobocznego tréjkata monochromatycznego o boku 1.
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8. Zadanie (z Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych w roku 1992).
Rozwazamy wszystkie tréjkaty prostokatne, ktérych trzy wierzcholki leza na
brzegu kwadratu. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe koloréw, dla ktorej istnieje
takie pokolorowanie kwadratu, ze zaden z rozwazanych tréjkatéw nie ma
wszystkich wierzcholkéw w jednym kolorze.

Rozwigzanie. Najpierw wykazemy, ze dwa kolory: niebieski i czerwony nie
wystarcza do pokolorowania kwadratu. Oznaczmy wierzchotki kwadratu ABCD.
Punkty E, F, G, H sa, odpowiednio, srodkami bokéw AB, BC, CD, DA.
Sposréd punktéw A, B, E przynajmniej dwa sa tego samego koloru, powiedzmy
— niebieskiego.

Przypusémy, ze A i B sa niebieskie. Wéowczas punkty: H, D, C, F' nie moga by¢
niebieskie. Ale wtedy powstaje tréjkat prostokatny H DC', ktérego wierzcholki
sa czerwone. Tak wigc pojawil sie niedozwolony tréjkat. Przypusémy teraz, ze
na niebiesko sa pomalowane punkty A i E. Punkty D, G, H sa wiec czerwone,
czyli tworza monochromatyczny tréjkat prostokatny GDH. Zatem dwa kolory
nie wystarcza, ale trzy — tak. Pomalujmy odcinek AB bez koncéw kolorem
czerwonym. Bok AD bez konca D oraz bok DC bez koncéw malujemy na
czarno; bok BC bez konica C' malujemy na biato. Wierzcholki D i C' kolorujemy
na czerwono (rys. 6).

Tréjkat prostokatny o czerwonych wierzcholtkach nie istnieje, gdyz punkty A i B
nie sa czerwone. Tréjkat prostokatny o czarnych wierzchotkach takze nie istnieje,
poniewaz wszystkie czarne punkty leza na bokach AD i DC, ale punkt D nie
jest czarny. Tréjkata prostokatnego o bialych wierzchotkach réwniez nie ma,
gdyz wszystkie biale punkty leza na boku BC. m

W 1999 roku, w zawodach stopnia pierwszego Olimpiady Mateniatycznej,
pojawilo sie nastepujace

9. Zadanie. Kazdy punkt okregu jest pomalowany jednym z trzech kolordw.
Dowie$¢, ze pewne trzy punkty jednego koloru sa wierzcholkami tréjkata
réwnoramiennego.

Rozwigzanie. Na okregu wybieramy trzynascie punktéw, ktére tworza
trzynastokat foremny. Wéwczas nasze zadanie jest réwnowazne zadaniu:
udowodnié, ze jezeli kazdy wierzcholek trzynastokata foremnego pomalujemy
jednym z trzech koloréw, to pewne trzy punkty utworza réwnoramienny
trojkat monochromatyczny. Jezeli kazdy z trzynastu punktéw pomalujemy
jednym z trzech koloréw, to na pewno znajdziemy co najmniej pie¢ punktéw,
ktére zostaly pomalowane tym samym kolorem. Do rozwiazania naszego
zadania wystarczy zatem sprawdzi¢, ze wsrod dowolnych pieciu wierzcholkow
trzynastokata foremnego znajdziemy takie trzy, ktore beda wierzchotkami
tréjkata réwnoramiennego. Ten krok pozostawiamy Czytelnikowi. m

Polityka na kolorowo

Na Olimpiadzie Matematycznej w Colorado w 1998 roku pojawilo sie zadanie
nawiazujace do systemu politycznego Stanéw Zjednoczonych Ameryki.

10. Zadanie. Demokraci i Republikanie wypelnili Plac Lafayette’a o wymiarach
2 na 2. Wykazac, ze pewnych dwdch czlonkdw tej samej partii znajduje sie na
Placu w odlegloéci co najmniej v/5.

Rozwiazanie. Pokolorujmy kazdy punkt kwadratu o wymiarach 2 na 2

jednym z koloréw: czerwonym lub niebieskim. Postawmy hipoteze: dowolne

dwa punkty tego samego koloru sa w odlegtoici mniejszej niz /5. Kazdy

z odcinkéw DC, CA, AE, EB ma dlugosé¢ /5. Przyjmijmy, ze punkt D jest
pomalowany na czerwono. Odlegtos¢ DC' jest réwna /5, wiec punkt C' musi by¢
pomalowany na niebiesko. Rozumujac analogicznie, wykazujemy, ze punkt A jest
czerwony, punkt E — niebieski, a punkt B — czerwony. Znalezliémy zatem dwa
punkty czerwone: D i B, ktérych odleglosé jest wicksza od /5 i otrzymali$my
sprzeczno$é. m

A teraz rozszerzmy ten problem.

3



to zroblc'? Jest to tym trudme_;sze ze Szampan zna_]dme sn: pod c:snie' i

Zadania

11. Zadanie. Prostokatny sztandar o wymiarach 2 na 3 jest pomalowany
trzema kolorami. Udowodni¢, ze znajdziemy na tym sztandarze dwa punkty tego
samego koloru na tym sztandarze, ktérych odlegloéé jest nie mniejsza niz /5.

Rozwigzanie. Podobnie jak w zadaniu 9, postawmy hipoteze, ze kazde dwa
punkty tego samego koloru leza w odleglosci mniejszej niz /5. Kazdy punkt
plaszczyzny zostal pomalowany jednym z trzech koloréw, wiec spoéréd punktéw:
A,B,F iG (rys. 8) pewne dwa musza by¢ tego samego koloru. Odleglo$é dwéch
punktéw tego samego koloru jest mniejsza od /5, wiec punkty A i B sa tego
samego koloru lub punkty F' i G sa tego samego koloru. Bez straty ogélnosci
mozemy przyjac, iz punkty A i B zostaly pomalowane na czerwono.

Jezeli zatem punkty A i B sa czerwone, to kazdy z punktéw C, D, E, F, H
musi by¢ pomalowany na niebiesko lub zielono (bo odlegloéé kazdego z tych
punktéw od punktu A lub punktu B jest nie mniejsza niz \/5} Wykorzystujac
rozwigzanie zadania 10, mozemy stwierdzi¢, ze punkty D i F' sa tego samego
koloru. Tak wiec otrzymaliSmy sprzecznos¢ z hipoteza. m

A teraz Czytelnik moze sprawdzi¢ swoje sily i samodzielne rozwiazaé
nastepujace

12. Zadanie. Kazdy punkt prostokata o wymiarach 2 na 4 zostal pomalowany
jednym z czterech koloréw. Wykazac, ze istnieja dwa punkty tego samego koloru,
ktérych odlegloé jest nie mniejsza niz /5.
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Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 955. Udowodnié¢, ze maksymalna liczba wiez, ktére mozna rozstawié na
szachownicy n x n tak, aby kazda z nich byla bita przez co najwyzej jedna
z pozostalych, wynosi [35;5]

Rozwiazanie na str. 11

M 956. Znalez¢é maksymalng liczbe hetmandw, ktére mozna rozstawié¢ na
szachownicy 8 x 8 tak, aby kazdy z nich by! bity przez co najwyzej jednego
z pozostalych.

Rozwiazanie na str. 7

M 957. Na szachownicy 100 x 100 stoi 20 figur (moga by¢ rézne, nawet
niekoniecznie ,szachowe”). Wiadomo, ze kazda z figur, stojac na dowolnym
polu szachownicy, bije nie wiecej niz 20 pél. Udowodnié, ze figury te mozna
przestawié tak, aby wzajemnie sie nie bily.

Rozwigzanie na str. 7

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 549. Pod jakim katem powinien padaé¢ na boczna $cianke akwarium promien
$wiatla, aby nastapilo calkowite wewnetrzne odbicie na granicy szkla i wody?
Wspélczynnik zalamania szkla ny; = 1,5, wody no = 1,33.

Rozwiazanie na str. 6

F 550. Zauwazono, ze na fotografiach widma Storica linia zétta (A = 5890 A)
jest przesunieta o 0,08 A dla lewej oraz prawej krawedzi tarczy slonecznej.
Zmalez¢ predkosc liniowa obrotu powierzchni Stofica na réwniku.

Rozwiazanie na str. 13
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