Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Mata delld

Budujemy teorie

Jak rodzi sie teoria? Z obserwacji, z pytan, niekiedy z olsnienia;
zauwazamy pewne fakty, pytamy o przyczyny, konsekwencje, uogélnienia,
szukamy zwiazkéw, wyciggamy wnioski. Nie jest jasne, czy miala te
$wiadomos¢ tréjka mlodych ludzi (nazwijmy ich A, B i C), bawiaca sie,
przyznajmy, dosé nietypowo. ..

A: — Rozwiazujac dzisiaj zadanie, narysowalem trdjkat z wysokoscia
spuszczona na jeden z jego bokéw i wiecie, co zauwazylem?

B i C spojrzeli zachecajaco.

A: — Wysoko$¢ podzielita tréjkat (rys. 1) na dwa tréjkaty prostokatne!
To znaczy, ze kazdy tréjkat mozna tak podzieli¢: na dwa tréjkaty
prostokatne!

B: — Ale to dlatego, ze narysowale$ tréjkat ostrokatny, a gdyby$
narysowal rozwartokatny, to wysoko$é wcale nie przecinalaby boku
tréjkata, tylko jego przedhuzenie — i co wtedy?

Zasepili sie nieco i zaczeli mysleé. Pierwsza ocknela sie C.

C: — Stuchajcie, przeciez w tréjkacie rozwartokatnym zawsze jest
wysoko$é, ktéra trafia w bok trdjkata, a nie w jego przedtuzenie. Chyba
nawet moglabym sprébowaé to wykazac.

Cala tréjka zasiadla nad kartka papieru; rysowali, kreslili, az wymyslili
(domyslasz sie, Czytelniku, do czego doszli?).
B: — Wyglada na to, ze mamy co$ w rodzaju twierdzenia: Kazdy trdjkat
mozna podzieli¢ na dwa tréjkgty prostokgtne.

C uémiechnela sie filuternie.

C: — A przeciez tréjkat prostokatny mozna podzielié nawet na ... jeden
tréjkat prostokatny!

A i B nie stracili rezonu. Uzgodnili, ze to tylko szczegdlny przypadek,

a zeby bylo dobrze dla dowolnego tréjkata, to trzeba wzia¢ dwa tréjkaty
prostokatne. Juz mieli sie zabra¢ za co$ innego, gdy A postanowil
wykazac sie dociekliwoscia.

A: — To znaczy, ze n-kat mozna podzieli¢ na n — 1 tréjkatéw
prostokatnych? No bo dla tréjkata tak jest: ma trzy boki, a da sie go

" podzieli¢ na dwa tréjkaty prostokatne.

Znowu wyciagneli kartki i zaczeli sprawdzaé. Tym razem pierwszy
odezwal sie B.

B: — Popatrzcie, mam czworokat, w ktérym zaden kat nie jest prosty,
i nie umiem go podzieli¢ na trzy trdojkaty prostokatne. Ale na cztery
(rys. 2) juz umiem!

Co prawda, kwadrat albo nawet prostokat potrafie podzieli¢ na zaledwie
dwa takie tréjkaty, ale to pewnie tez szczegélne przypadki (rys. 3)7
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Rys. 4

>

Rozwigzanie zadania M 955.
Zaldzmy, ze na szachownicy n x n
rozstawiono k wiez tak, ze kazda 2 nich
jest bita co najwyzej jeden raz. Na
kazdym polu, na ktérym stoi wieza,
piszemy liczbe 0. W kazdym wiersz

wykonamy nastepujaca operacje: jedli
w danym wierszu stoja dwie liczby, to
do kazdej z nich dodamy 1, jesli zas
jedna liczba, to dodamy 2 (z wierszem
bez wpisanych liczb nie robimy nic).
Analogiczna operacje wykonujemy
nastepnie na wszystkich kolumnach.
Jasne jest, e w rezultacie na kazdym
polu, gdzie stol wiegza, napisana jest
albo liczba 3, albo 4. Dlatego suma S
wszystkich napisanych liczb jest nie
mniejsza niz 3k. Z drugiej strony do
kazdej kolumny i kazdego wiersza
dodaligmy w sumie licebe 2, a wiec
suma S jest nie wieksza niz 4n. Stad
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3
Optymalny sposdb rozmieszezenia wiez
ilustruje rysunek.
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Okazalo sie, ze A i C tez doszli do podobnych wnioskéw. C zaczela mie¢
pewne podejrzenia, ale wolala ich jeszcze nie zdradzac.

C: — A jak bedzie dla pieciokatéw? Bo na razie jest dziwnie: dowolny
tréjkat mozna podzieli¢ na dwa tréjkaty prostokatne (o jeden mniej niz
liczba bokéw), a, jak sie wydaje, czworokaty potrzebuja co najmniej
czterech takich tréjkatéw (tyle samo, ile liczba bokéw).

Po chwili wszyscy mieli juz rysunek z pieciokatem podzielonym na ...
szed¢ trojkatéw prostokatnych (rys. 4); oczywiscie domyslili sie, ze nie
warto rysowaé figury, ktéra miataby kat prosty przy wierzchotku, bo to
bytby z pewnoécia ,szczegdlny przypadek”.

A: — 1 co teraz? Ani mniej, ani tyle samo, tylko wiecej tréjkatow niz
bokéw!

C uznala, ze czas wyjawic¢ swoje przypuszczenia.

C: — Popatrzcie na méj rysunek pieciokata. Narysowalam przekatne,
wychodzace z jednego wierzcholka, a kazdy z otrzymanych tréjkatow
podzielitam na dwa prostokatne. I wyszto mi szesc¢.

B: - Juz wiem! W takim razie mozna tak samo zrobi¢ w dowolnym
n—kacie! Narysowa¢ wszystkie przekatne, wychodzace z jednego,
dowolnego wierzchotka, policzy¢ trdjkaty, a potem kazdy z nich podzieli¢
na dwa trdjkaty prostokatne. Zaraz, to ile bedzie tych tréjkatow
wyznaczonych przez przekatne, ktére potem bedziemy dzieli¢ na dwa
prostokatne? Na pewno o jeden wiecej niz przekatnych.. .

Pochylili sie nad kartkami i po krétkim czasie wiedzieli juz, ile
przekatnych wychodzi z jednego wierzchotka n—kata (ile, drogi
Czytelniku?). Teraz poszlo juz tatwo. C podsumowala:

C: — Mamy nastepne twierdzenie: Kazdy n-kat mozna podzieli¢ na 2(n —2)
trajkaty prostokgtne. Moze to gdzie$ opublikujemy?

B ucieszyl sie z pomystu, ale A znowu nie dal si¢ ponies¢ ogélnej radosci.

A: — Najpierw musimy zapisa¢ dowdd naszego twierdzenia, to po
pierwsze. Po drugie, wszystkie nasze wielokaty byly wypukle, a przeciez
istnieja tez inne. A po trzecie, mam jeszcze tyle pytan, ze wcale mi

sie nie wydaje, bySmy stworzyli juz jakas teori¢. Na przyktad: co

bedzie z wielokatami niewypuklymi? Czy liczba 2(n — 2) jest naprawde
najmniejsza? Moze mozna w inny sposéb podzieli¢ kazdy wielokat na
mniej tréjkatéw prostokatnych? A jak opisaé te ,szczegdlne przypadki”?
Czy mozna stworzy¢ podobne twierdzenia dla bryl tréjwymiarowych?

A gdyby rozwazaé tréjkaty o innej wlasnosci niz posiadanie kata
prostego? I co bedzie, gdy. ..

Niestety, B i C znikneli z pola widzenia. Moze poszli szuka¢ odpowiedzi
na te pytania?

Matq Delte przygotowat Wiktor BARTOL
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Kwadrat mozna podzieli¢ na skoniczona liczbe mniejszych kwadratéw tak, by
kazdy z nich byt innej wielkoéci. Pierwszy taki podzial — na 55 kwadratow

— uzyskano w 1938 roku (Sprague). Obecnie znany jest podzial na 21 réznych
kwadratéw i wiadomo, ze na mniej sie nie da (Duivjestijn, 1978). Natomiast
podzial szescianu na skonczona liczbe mniejszych szescianéw, z ktérych kazdy
byltby inny, jest niemozliwy.
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