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Rys. 1

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2001

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 308 (WT=2,15) i 309 (WT=2,94)

z numeru 12/2000

310. Z równi pochylej o kacie nachylenia a wyrzucono male cialo z ustalona wartoscia predkosci

poczatkowej. Jaki powinien byc kat nachylenia tej predkosci do poziomu, aby: a) rzut trwal

maksymalnie dlugo, b) zasieg rzutu byl maksymalny?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/2001

Przypominamy tresc zadan:

Zadania z fizyki nr 318, 319

Redaguje Jerzy B. BROJAN

318. Dwa jednakowe walce polozono jeden na drugim przy pionowej scianie (rys. 1)

i bardzo lekko pchnieto dolny walec w prawo, tak ze zaczal sie wysuwac spod górnego,

który pozostawal w kontakcie ze sciana. Jaka predkosc osiagnie ostatecznie dolny

walec? Zakladamy, ze na zadnej ze stykajacych sie powierzchni nie wystepuje tarcie,

319. Cieplo parowania rteci wynosi r = 2,9.105 J/kg, napiecie powierzchniowe rteci

- CT = 0,49 J/m2, gestosc - P = 1,36.104 kg/m3, a masa atomowa - M = 201. Na

podstawie tych danych wyprowadzic przyblizona wartosc liczby Avogadra.

Wskazówka: napieciem powierzchniowym cieczy nazywamy energie, która trzeba

dostarczyc, aby zwiekszyc powierzchnie cieczy o jednostke. Dla scislosci nalezaloby

ustalic osrodek, z jakim styka sie rtec - przyjmijmy, ze jego czasteczki slabo oddzialuja

z czasteczkami rteci (np. jest to powietrze).

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.
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Rys. 2

311. Promieniowanie jest pochlaniane w materii zgodnie ze wzorem

1= Ioe-J.LX,

gdzie ID jest natezeniem wiazki padajacej, a I - natezeniem wiazki przechodzacej przez warstwe

o grubosci x. Jesli parametr I-' opisujacy pochlanianie promieni podczerwonych ma dla pewnego

materialu wartosc 2 mm -1, a jego wspólczynnik przewodnictwa cieplnego wynosi 0,2 W /(m·K), to

czy sluszne jest przypuszczenie l ze w temperaturze pokojowej przewodnictwo cieplne tego materialu

wynika glównie z przeplywu energii w formie promieniowania podczerwonego? Wystarczy odpowiedz

oparta na ocenie orientacyjnej.

Wskazówka: Wspólczynnikiem przewodnictwa cieplnego .\ nazywamy wspólczynnik we wzorze
Fouriera

!::.Q !::.T-=.\5­
!::.t !::.x'

gdzie !::.Q jest iloscia ciepla przeplywajaca w ciagu czasu !::.t przez powierzchnie S pod wplywem

róznicy temperatur !::.T miedzy punktami odleglymi o !::.X wzdluz osi prostopadlej do tej

powierzchni.

310. Oznaczmy przesuniecie poziome ciala przez x, pionowe

przez y (ze zwrotem w dól, zob. rys. 2), czas lotu przez t,
a szukany kat nachylenia przez /3. Obowiazuja równania:

x = vat cos /3,

. /3 1 2
Y = -vat sm + "2gt ,

y = xtga.

Przeksztalcajac je, znajdujemy

2va sin (a + /3)t= ------,
g cos a

2V6 sin( a + /3)cos /3 V6 sin( a + 2/3) + sin ax = - ------- = ---------
g cosa g cosa

Zatem warunek a) bedzie spelniony, gdy a + /3 = 90°,

a warunek b) - gdy a + 2/3 = 90°.

311. Oprzemy sie na analizie wymiarowej, Jesli

przewodnictwo cieplne wynika z emisji i absorpcji

promieni podczerwonych, to wspólczynnik >.. zalezy

od stalej absorpcji J.t, temperatury T i stalej

Stefana-Boltzmanna er (zalózmy dla uproszczenia,

ze dany material ma wlasciwosci ciala doskonale

czarnego). Wymiarem wspólczynnika przewodnictwa

cieplnego >.. jest WI (m. K), stalej J.t - m-l, a stalej CT

- W/(m2'K4), a stad

>.. = const. '!...T3,
J.t

gdzie const jest stala liczbowa "rzedu 1". Obliczamy

erT3 IJ.t = 0,0008 W l(m'K), co jest wielkoscia o wiele

mniejsza od >... Wysuniete przypuszczenie nalezy wiec
odrzucic.
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Zadania z matematyki nr 421, 422

Redaguje Marcin E. KUCZMA

421. Niech A bedzie zbiorem n-elementowym (n> 3). Ile jest funkcji f: A -+ A o tej

wlasnosci, ze (n-2)-krotna iterata fn-2 = f o f o ... o f jest odwzorowaniem stalym,'--.-'
n-2

podczas gdy fn-3 nie jest odwzorowaniem stalym?

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 2001

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 405 (WT=3,26) i 406 (WT=1,43)

z numeru 9/2000
Bartlomiej Oyda - Wroclaw 42,80

Bartlomiej Marczak - Warszawa. 41,75
Pawel Kubit - Kraków 39,70

Piotr Kumor - Olsztyn 36,98

Przemyslaw Gadzinski - Sroda Slaska 34,87

Rozwiazanie zadania M 952.

Zalózmy, ze równosc f(f(n)) = n + 2001

jest spelniona dla wszystkich n E No .

Wtedy

f(n + 2001) = f(f(f(n))) = f(n) + 2001,

a wiec równiez

f(n + 2001k) = f(n) + 2001k,

dla wszystkich n, k E No. Rozwazmy

dowolne O :S: r :S: 2000 i podzielmy z reszta

liczbe f(r) przez 2001: f(r) = 2001p + q,

O :S: q :S: 2000. Z zalozenia

f(f(r)) = r + 2001

oraz

f(f(r)) = f(q + 2001p) = f(q) + 2001p.

Poniewaz r :S: 2000, wiec mozliwe sa dwa

przypadki:

1) p = O,

czyli f(r) = q oraz f(q) = r + 2001;

2) P = 1,

czyli f(r) = q + 2001 oraz

f(q) ~ f(f(r)) - 2001 = r.

W obu przypadkach mamy, oczywiscie,

f(r) i f(q), czyli r i q. Tak wiec zbiór

{O, 1, ... ,2000} mozna podzielic na pary

(a, b) tak, ze f(a) = b i f(b) = a + 200l.

Przeczy to jednak temu, ze w zbiorze tym

jest nieparzysta liczba elementów.

2n_l

422. Rozwazamy ciag liczb an = IIsin 2-n k7r (n = 1,2,3, ... ).
k=l

Wykazac istnienie i obliczyc wartosc granicy

Zadanie 422 zaproponowal pan Krzysztof Oleszkiewicz z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 1/2001

Przypominamy tresc zadan:

413. Liczby dodatnie a, b, c spelniaja warunki b > 2a, c> 2b. Dowiesc, ze dla pewnej liczby

dodatniej .\ czesc ulamkowa kazdego z iloczynów .\a, .\b, .\C jest liczba z przedzialu (!; ~).
(Czesc ulamkowa liczby x to róznica x - [x], gdzie [x] jest jej czescia calkowita.)

414. Wewnatrz wielokata wypuklego W znajduje sie taki punkt O, ze kazda prosta przechodzaca

przez O dzieli wielokat W na dwie czesci o równych polach. Czy stad wynika, ze punkt O jest

srodkiem symetrii wielokata W?

413. Okreslamy trzy ciagi przedzialów otwartych

(k+! k+~) (m+! m+~) (n+! n+~)
[- 3.3 J- 3.3 K- 3.3
k- --, --, m- --b-' --b-' n- --,--a a c c

(k, m, n = 0,1,2,3, ... ). Nalezy dowiesc, ze dla pewnej trójki wskazników k, m, n czesc

wspólna hn Jm n Kn jest zbiorem niepustym (kazda liczba A nalez'aca do takiego

zbioru spelnia wymagany warunek).

Odleglosc miedzy dowolnymi dwoma sasiednimi przedzialami Kn' Kn+l' równa fe,
jest mniejsza niz dlugosc kazdego przedzialu Jm, równa li;. Zatem kazdy przedzial Jm
przecina pewien przedzial Kn. Teza bedzie wobec tego udowodniona, jesli wykazemy,

ze pewien przedzial h zawiera pewien przedzial Jm.

Zadanie zostalo sprowadzone do znalezienia pary liczb calkowitych k, m ~ O

spelniajacej warunki

kIl 2 k 2

() +3 m+3 m+3 +3* -- < --- oraz --- < --
a - b b a

Próbujemy przyjac k = O. Warunki (*) przybieraja postac ~m + 1 :S t :S 3m + 1, gdzie

t = b/a> 2j równowaznie: u :S m:S 2u, gdzie u = ~(t - 1). Gdy t ~ ~, wówczas u ~ ~,
przedzial (Uj2u) zawiera co najmniej jedna liczbe calkowita m, i mamy to, o co chodzi.

Pozostaje przypadek, gdy t < ~. Wtedy przyjmujemy m = 2k + 1. Takie podstawienie
sprowadza warunki (*) po prostym przeksztalceniu do nierównosci podwójnej

5 - 2t 4 - t
v < k < w, gdzie v = --~ , w = --- .

- - 3t - 6 3t - 6

Gdy 2 < t < ~,wówczas w - v ~ 1, wiec znajdujemy w przedziale (v;w) liczbe

calkowita k; dla tej liczby (i dla m = 2k + 1) warunki (*) sa spelnione. To konczy
dowód.

414. Odpowiedz: tak. Przypuscmy bowiem, ze punkt O nie jest srodkiem symetrii

wielokata W. Istnieje wówczas prosta przechodzaca przez O i przecinajaca brzeg

wielokata w punktach A i A' tak, ze 10AI < 10A'I. Obracamy ja o niewielki kat a

wokól punktu O; otrzymana prosta przecina brzeg wielokata w punktach B i B'

(ILAOBI = ILA'OB'I = a).

Przy obracaniu prostej punkty jej przeciecia z brzegiem zmieniaja swe polozenie

w sposób ciagly. Jesli wiec kat a jest dostatecznie maly, to z nierównosci 10AI < 10A'I
wynika nierównosc 10BI < 10B'I, a w obszarach katów wypuklych AOB i A'OB' nie

znajduje sie zaden wierzcholek wielokata Wj zatem odcinki AB i A' B' sa fragmentami
brzegu wielokata.

Skoro kazda z prostych AA' i BB' dzieli wielokat na dwie czesci o równych polach,

to trójkaty AOB i A'OB' musza miec równe pola. Ale SAOB = ~ ·IOAI·IOBI . sina,
SA'OB' = ~ ·IOA'I·IOB'I· sina, wiec SAOB < SA'OB'. Uzyskana sprzecznosc
uzasadnia odpowiedz.
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