Zbiory i ,,zbiory”

Jesli A jest zbiorem, ktérego elementami
sg zbiory (taki zbiér nazywa sie czesto
rodzing zbiordw), to suma rodziny A jest
zbidr zlozony z wszystkich tych i tylko
tych elementéw, ktére nalezg do choéby
jednego zbioru z rodziny .A.
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Rozwigzanie zadania F 545.
Rdznica cidnienn w obu rurkach jest
réowna cidnieniu hydrodynamicznemn
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Na koniec pozwole sobie na pewna spekulacje. Badajac macierze n-wymiarowe,
zauwazamy ich odmienne zachowanie dla wymiaréw parzystych i nieparzystych
(np. w zachowaniu wyznacznika pierwotnego). Jesli péjdziemy dalej i macierze
uwazac bedziemy za obiekty geometryczne, to nie jest wykluczone, ze réznice
w zachowaniu si¢ wyznacznika beda mogly byé¢ wyjasnione na podstawie
wlasnoéci samej przestrzeni. Pewne wlasnosci metryczne sa przecies zalezne od
parzystosci badz nieparzystoéci wymiaru: tak jest np. ze wzorem na objetosé
kuli n-wymiarowej. Miedzy innymi z tego wzgledu uwazam, ze traktowanie
macierzy jako obiektéw geometrycznych moze byé istotne.
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Jesli zbiér to kolekcja, zgromadzenie pewnych obiektéw (na przyklad
obdarzonych okreslona wlasnoscia) w jedna calosé, to rozpatrzmy kolekcje,
gromadzaca wszystkie zbiory X o nastepujacej, prostej do sformutowania
wlasnosci: X ¢ X. Jedli ta kolekcja jest zbiorem Z, to sprawdzenie, czy Z ma
rzeczong wlasnoéé, prowadzi do sprzecznosci. Istotnie, gdy Z € Z, to Z spelnia
warunek przynaleznosci do Z, a wiec Z € Z. Jeéli za§ Z € Z, to Z nie ma
wlasnoéci definiujacej Z, zatem Z ¢ Z. Tak wigc Z jest kolekcja, ktéra nie moze
by¢ i nie jest zbiorem. Aby pozby¢ sie takich paradokséw, zaksjomatyzowano
pojecie zbioru.

Georg Cantor, matematyk, ktérego prace spowodowaly narodziny teorii zbioréw
(zwanej w Polsce teorig mnogosci), udowodnil, ze zaden zbiér nie ma dosé
elementéw, by mozna bylo w sposéb réznowartosciowy kazdemu podzbiorowi
przypisaé jeden element zbioru — na pewno nie wystarczy dla wszystkich
podzbioréw. Owo twierdzenie Cantora ma ciekawe konsekwencje, wynika z niego
w szczegdlnodci, ze nie istnieje zbiér, ktérego elementami bylyby wszystkie
zbiory. Inaczej méwigc, nie istnieje zaden wielki nadzbiér, gromadzacy w sobie
wszystkie zbiory. Gdyby W byl takim zbiorem, to nalezalby do niego kazdy
podzbidr zbioru W, bo kazdy taki podzbidr jest przeciez zbiorem, ale wtedy
moglibysmy kazdemu podzbiorowi A zbioru W przypisaé¢ element W, mianowicie
sam zbiér A — wbrew twierdzeniu Cantora. A wiec kolekcja wszystkich zbioréw
nie jest zbiorem. Co wiecej, nie jest zbiorem nawet kolekcja wszystkich zbioréw
jednoelementowych. MoglibySmy przeciez dla kazdego zbioru A utworzyé
jednoelementowy zbiér {A} (ktérego jedynym elementem jest zbiér A) i potem
- gdyby wszystkie zbiory jednoelementowe nalezaly do jednego, wspélnego
zbioru - wzigé sume takich jednoelementowcéw (a na to teoria mnogoéci
pozwala), a wtedy do takiej sumy nalezalby kazdy zbiér — co jest przeciez
niemozliwe, jak przed chwilg widzieliimy. Tak wiec zbioréw jednoelementowych
jest ,za duzo”, by mozna je bylo zebraé¢ w zbidr. Ale to juz nie jest paradoks: to
twierdzenie teorii mnogoéci.

Takie zbiory-niezbiory (powiedzmy, ,zbiory”) spotyka si¢ na tyle czesto,

ze pewnie warto co$ z nimi zrobi¢, wiec zrobiono. Wybrano rozwiazanie
proste: zamiast pojecia pierwotnego (czyli niedefiniowanego w teorii) ,,zbiér”
wprowadzono pojecie ,klasa”, definiujac zbiér jako taka klase, ktéra jest
elementem innej klasy. W ten sposéb ,zbiér” W stal sie obiektem legalnym,
podobnie jak ,zbiér”, do ktérego naleza wszystkie zbiory. Po prostu owe
wzbiory” sa klasami, ale nie zbiorami (i nie moga by¢ elementami innej klasy).

Filatelisci badajg znaczki pocztowe, klasyfikuja je i opisuja, przecietny
$miertelnik uzywa ich do wysylania listéw. Przecietny §émiertelnik-matematyk
uzywa zbioréw i ,zbioréw”, nie zastanawiajac sie nad ich klasyfikacja. I stusznie.
Zamiast dzieli¢ kolekcje na klasy i zbiory, mozna si¢ uméwié, ze méwimy tylko

o zbiorach, bedacych podzbiorami pewnego ,wszechzbioru” (nazywanego
niekiedy zbiorem uniwersalnym). Wtedy wystarczy zwykla, ,bezklasowa” teoria
mnogosci. A filatelidci moga rozwija¢ dalej swoje zainteresowania. . .
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