Toésamoié¢ Ramanujana to wzdr
o i =
dla
p = 6a> — dab + 4b%,
g = 4a”® — dab + 6b2,
r = 5a® — 5ab — 3b°.
t = —3a® - 5ab + 56,

Wzdér Eulera i Bineta to z kolei wzér
pa R
dla
p=1+(2b)° - (a = b)®,
g=a+3b— (a® + 3b%)2,
r=—1+ (2b)° + (a + b)?,
t=—a+3b+ (a® + 3b%)2,

Przykladowo mamy dla
m=1ln=1

6% — (—8)% =93 — 1% =12 — 10°,
m=2n=1
—15% — (-2)® = 9® — 16® = 33% — 348,

m=1,n=2

138% — (=71)% = 144® — 1% = 150 — 738,

Na przyklad mamy dla
m=2,n=1m/n=2

-15% — (—2)¥ = 2% —15% =
=9% _ 16% = 33% — 34°
m=>5,n=3, m/n=16T:
-396° — (—500)° = 590° — 306° =
= 720% — 625% = 1854® — 1840°

Trzy réwne roéznice dwéch szedcianéw
Aleksander GORSKI

Wielu matematykéw interesowalo zagadnienie dwéch réwnych réznic dwéch
szeScianéw, a w szczegdlnosci rozwigzania tego zagadnienia w liczbach
catkowitych, ewentualnie wymiernych. Do najbardziej znanych rozwigzan naleza
wzory Ramanujana, Eulera i Bineta, a takze wzér

[2(z® + 25°)° — [y(22® + 4°)° = [e(2® - o°))° - [u(a® - o*)°.
Sa nawet dwie réwne sumy trzech bisze$cianéw, np.
3% + 198 4 22% = 106 + 155 + 235,
Mozna jednak zapytaé, czy istnieja trzy réwne réznice dwéch szescianéw,
a jesli tak, to czy ilo§¢ rozwiazan tego zagadnienia jest skoriczona, czy nie.

WyjdZmy z tozsamosci Gerardina, wedlug ktérej liczbe 1 mozemy przedstawié
na nieskonczenie wiele sposobdw:

1= (9k*)3 + (1 4+ 9k3)3 — (9%* + 3k)3.
Gdy za k podstawimy —F, to otrzymamy
1= (9%*)% + (1 — 9k%)3 — (9k* — 3k)°.
Z poréwnania obu tych réwnoéci mamy
(9Kk* — 3k)® — (1 — 9k%)3 = (9k*)® — 1 = (9%* + 3k)® — (1 + 9K3)3.

Wykonujac z kolei podstawienie k = n/m, otrzymamy szukany wzér dajacy nam
nieskoiiczenie wiele tréjek réwnych réznic dwéch szescianéw

(9n* — 3m®n)3 — (m?* — 9Imn®)® = (9n*)? — (m?)3 =

= (9n* 4 3m3n)® — (m* + 9mn?)3.

(1)

Powyzszy wzor charakteryzuje sie tatwymi do zauwazenia wlasnodciami:

1. Zmiana znaku na przeciwny jednego z parametréw m lub n powoduje jedynie
zamiang rolami lewej i prawej réznicy szescianéw przy zachowaniu érodkowej
réznicy bez zmian.

2. Wszystkie trzy wyrazenia, ktére po podniesieniu do szeécianu stanowia
odjemne, tworza ciag arytmetyczny o réznicy 3m®n, a wszystkie trzy
wyrazenia, ktére po podniesieniu do szeScianu stanowia odjemniki, tworza
cigg arytmetyczny o réznicy 9mn?.

3. Po podstawieniu m = 3n oraz n, = m otrzymamy wzér na nieskonczenie
wiele tréjek réznic dwéch szeScianéw, w ktérym liczby podnoszone do
szescianu sg 9-krotnoscia liczb podnoszonych do sze$cianu ze wzoru (1).
Takie rozwigzania nic istotnego do caloksztaltu zagadnienia nie wnosza.

Zauwazamy réwniez, ze rodkowa réznica szeécianéw (9n%)® — (m4)? jako
réznica kwadratéw jest zawsze réznica szeScianéw liczb dodatnich. Nasuwa

sie pytanie, czy pozostale dwie réznice szeScianéw moga byé jednoczeénie
réznicami dwéch szeScianéw dodatnich. Odrzucajac rozwigzania z parametrami
m lub n ujemnymi, ktére nic nowego poza przestawieniem prawej i lewej réznicy
szeScianéw nie wnosza, widzimy, ze i prawa réznica szeécianéw jest réznica
szescianéw dodatnich. Po przeanalizowaniu odpowiednich nieréwnoéci okaze sie,
ze otrzymamy trzy réznice sze§cianéw dodatnich, gdy zachodzi zaleznosé

m
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z tym, ze lewa réznice szesciandéw ujemnych mozna uznaé za przestawiona
réznice szescianéw dodatnich.
Tozsamos¢ Gerardina nie jest jedynym sposobem wyrazenia liczby 1 za pomoca

trzech szescianéw na nieskonczenie wiele sposobéw. Do podobnych wnioskéw
dojdziemy, analizujac tozsamos¢

1 = [3%5%(12%5% — 5)]3 — [35(6%s° + 2 635% + 3%s% — 1)]° + (3%1225° + 3. 635® — 943 + 1)8.

6



(2)
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i Zadania

Po podobnych rachunkach, jak poprzednio (s = ¢/u), uzyskujemy kolejny wzér
dajacy nieskoriczenie wiele tréjek réwnych réznic dwéch szescianéw
+9t%u® + 3. 6%%° — 1223%%)] — [3¢(6%t° — 2 6°¢%u® + B3u® + u°)° =

— (u10)3 s (33122t10 = 5 % 33t4u6)3 =
— 9t%u® + 3 635 + 1223%%)]® — [3(6%¢° + 2 - 6%¢5u® + 33t3u® — u?))3.
Dla przykladu przy t =1 i u = 1 mamy

—3230° — 2676° = 1° — 3753% = 4528° — 5262°.

Jak latwo zauwazyé, réwniez w przypadku tej tozsamoéci zmiana znaku
jednego z parametréw powoduje jedynie zamiane rolami lewej i prawej réznicy
szeScianéw, nie majac wplywu na réznice §rodkowa, ale kolejne wyrazenia, ktére

po podniesieniu do sze$cianu tworza odjemne czy tez odjemniki, nie tworza tu
juz ciaggu arytmetycznego.
Ustalenie, czy i przy jakich warunkach uzyskamy z drugiego ze wzoréw réznice
dwéch dodatnich szeScianéw, wykracza poza temat niniejszego artykutu ze
wzgledu na konieczno$¢ rozwiazywania skomplikowanych ukladéw nieréwnosci
wyzszych stopni i analizy bardzo duzych liczb wystepujacych we wzorze (2).
Z obu wzoréw (1) i (2) wynika, ze mamy nieskoriczenie wiele tréjek réwnych
réznic sze$cianéw liczb catkowitych i wymiernych. Podane wyzej wzory
nie wyczerpuja wszystkich mozliwoéci. Mamy np. rozwiazanie w liczbach
calkowitych nie wynikajace z wyzej wymienionych wzoréw

172% — 1353 = 144% — 713 = 138°% — (-1)8.

To pozwala przypuszcza, ze moga istnie¢ takze czwérki réwnych réznic dwéch
szescianéw liczb calkowitych.
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Redaguje Lukasz WIECHECKI
Zadania te nalezy rozwiaza¢ metodami czysto geometrycznymi.
M 949. Udowodnié¢ réwnoéé

® .
® .
‘. ‘ L] I .

- w ‘ '.

) ] :
® & .

cos = cos o
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Rozwigzanie na str. 12
M 950. Udowodnié réwnoéé
1 1 + 1
ot W TR g
sin = sin I_e]; sin 3;
Rozwiazanie na str. 15
M 951. Udowodnié réwnoéé
ct 2 + ct, o e 2
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Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 545. Przez pozioma rur¢ z dwoma pionowymi odpowietrzaczami przeplywa
plyn doskonaly. Réznica miedzy poziomami cieczy w rurkach a i b wynosi 10 cm.
Srednice rurek s3 takie same. Wyznaczy¢ predkosé ptynu w poziomej rurze.
Rozwigzanie na str. 13

F 546. Na dnie pionowego cylindra o érednicy D = 0,5 m znajduje si¢ dziura
o srednicy d = 1 cm. Wyznaczy¢ zalezno$¢ miedzy szybkoécia obnizania sie
poziomu cieczy w naczyniu a wysoko$cia tego poziomu,

Rozwigzanie na str. 16
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