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Rozwazmy tréjkat rdwnoramienny ABC
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Niech BD bedzie dwusieczna kata B.
Wtedy BC = BD = AD. Zalézmy,
ze BC = 1. Z tréjkatéw ABD i BCD
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mamy AB =2cos —, CD = 2cos —.
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Rownosé AD = AB — CD daje teze.

Sprébujemy uogélnié pojecie macierzy na dowolny wymiar bedacy liczba
naturalna. Cé6z to wlasciwie znaczy? Ot6z jedna z definicji podaje, ze macierz
o n wierszach i k kolumnach to funkcja dwéch zmiennych, ktérej dziedzing jest
iloczyn kartezjanski zbioru {1,2,...,n} oraz zbioru {1,2,..., k}, natomiast
warto$ciami sa liczby zespolone. Jezeli teraz na tak zdefiniowana macierz
spojrzymy z geometrycznego punktu widzenia, to wyda nam sie ona obiektem
dwuwymiarowym. Powstaje my$l, by rozwazaé¢ macierze tréj-, cztero- i wiecej
wymiarowe. Przykladowo, macierz tréjwymiarowa to zbiér elementéw
indeksowanych trzema liczbami. Do jednoznacznego okreslenia elementu

takiej macierzy potrzeba trzech liczb: numeru wiersza, numeru kolumny

i dodatkowo numeru trzeciej zmiennej, ktéra nazwalem glebia. Dla macierzy
wiecej wymiarowych z oczywistych wzgledéw wiersz zostal zastapiony 1-Sciang,
kolumna to 2-Sciana itd. Macierz ma tyle wymiaréw, ile ma réznych i-$cian.
Zapiszmy teraz bardziej formalna definicje macierzy n-wymiarowe;j.

Definicja. Przyporzadkujmy kazdej n-tce uporzadkowanej (i, iz,...,%,) liczb
naturalnych, gdzie

1< g < ki AeHa ks, .8 1<, <k

dowolng liczbe zespolong. Otrzymujemy funkcje (n zmiennych) na zbiorze
uporzadkowanych n-tek zwana macierza n-wymiarowa.

Dla tak zdefiniowanej macierzy n-wymiarowej mozna wprowadzié¢ szereg pojec,
w prosty sposéb uogdlniajac standardowe definicje dla zwyklych macierzy.

W ten sposéb mozna wprowadzi¢ pojecie réwnosci macierzy, okreéli¢ ich
dodawanie, odejmowanie czy mnozenie przez skalar. Podajmy dla przyktadu
definicje transpozycji macierzy.

Definicja. Niech dana bedzie macierz A = [a;, ,,...:.], gdzie i; = 1,2,...,k,
i2=12,...,k, ..., i, =1,2,..., k. Macierza transponowang macierzy A
nazywamy macierz AT = [b;, i, ..i.], gdzi€ bijiy.. i = Gipin_y...is-
Znacznie trudniejsze okazuje si¢ zdefiniowanie analogii wyznacznika dla
macierzy n-wymiarowych. W dalszym ciagu zajmowa¢ sie bedziemy tylko takimi
macierzami A}, dla ktérych ky = k2 = ... = k, = k, czyli odpowiednikami
macierzy kwadratowych. Pominiemy tez przypadek n = k = 1. Zacznijmy od
nastepujacej definicji.

Definicja. Wyznacznikiem pierwotnym stopnia n macierzy A}, n # 0,
nazywamy wyrazenie
kil
3 I(as)
no__ =
detAk i Z (_1)' ! ﬂ'chlctgl‘..uﬂlaalzazzmann .. -aalkagk...aﬂk;
a;, i=1,2,...,n

gdzie sumowanie rozciagga si¢ na wszystkie permutacje:

1,01, ...00,

.................

On Qng 200
liczb 1,2, ..., k, natomiast J(e;) jest ilodcig inwersji w i-tej permutacji, przy
czymi=12,...,n
Zachodzi twierdzenie:
Twierdzenie

() Jedli n jest nieparzyste, to det A} =0,
(#x) Jesli natomiast n jest parzyste, to istnieja takie macierze, ze det A} # 0.

Powyzsze twierdzenie stanowi podstawe do dobrego zdefiniowania wyznacznika
dla macierzy wymiaru parzystego.

Pozostaje natomiast nierozwigzana kwestia okreslenia mnozenia macierzy
n-wymiarowych. Gdyby to sie udalo, mozna byloby uogélnié wiele waznych
twierdzen z teorii zwyklych macierzy.
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Zbiory i ,,zbiory”

Jesli A jest zbiorem, ktérego elementami
sg zbiory (taki zbiér nazywa sie czesto
rodzing zbiordw), to suma rodziny A jest
zbidr zlozony z wszystkich tych i tylko
tych elementéw, ktére nalezg do choéby
jednego zbioru z rodziny .A.

@

Rozwigzanie zadania F 545.
Rdznica cidnienn w obu rurkach jest
réowna cidnieniu hydrodynamicznemn
przeplywajacej cieczy, cayli
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Na koniec pozwole sobie na pewna spekulacje. Badajac macierze n-wymiarowe,
zauwazamy ich odmienne zachowanie dla wymiaréw parzystych i nieparzystych
(np. w zachowaniu wyznacznika pierwotnego). Jesli péjdziemy dalej i macierze
uwazac bedziemy za obiekty geometryczne, to nie jest wykluczone, ze réznice
w zachowaniu si¢ wyznacznika beda mogly byé¢ wyjasnione na podstawie
wlasnoéci samej przestrzeni. Pewne wlasnosci metryczne sa przecies zalezne od
parzystosci badz nieparzystoéci wymiaru: tak jest np. ze wzorem na objetosé
kuli n-wymiarowej. Miedzy innymi z tego wzgledu uwazam, ze traktowanie
macierzy jako obiektéw geometrycznych moze byé istotne.
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Jesli zbiér to kolekcja, zgromadzenie pewnych obiektéw (na przyklad
obdarzonych okreslona wlasnoscia) w jedna calosé, to rozpatrzmy kolekcje,
gromadzaca wszystkie zbiory X o nastepujacej, prostej do sformutowania
wlasnosci: X ¢ X. Jedli ta kolekcja jest zbiorem Z, to sprawdzenie, czy Z ma
rzeczong wlasnoéé, prowadzi do sprzecznosci. Istotnie, gdy Z € Z, to Z spelnia
warunek przynaleznosci do Z, a wiec Z € Z. Jeéli za§ Z € Z, to Z nie ma
wlasnoéci definiujacej Z, zatem Z ¢ Z. Tak wigc Z jest kolekcja, ktéra nie moze
by¢ i nie jest zbiorem. Aby pozby¢ sie takich paradokséw, zaksjomatyzowano
pojecie zbioru.

Georg Cantor, matematyk, ktérego prace spowodowaly narodziny teorii zbioréw
(zwanej w Polsce teorig mnogosci), udowodnil, ze zaden zbiér nie ma dosé
elementéw, by mozna bylo w sposéb réznowartosciowy kazdemu podzbiorowi
przypisaé jeden element zbioru — na pewno nie wystarczy dla wszystkich
podzbioréw. Owo twierdzenie Cantora ma ciekawe konsekwencje, wynika z niego
w szczegdlnodci, ze nie istnieje zbiér, ktérego elementami bylyby wszystkie
zbiory. Inaczej méwigc, nie istnieje zaden wielki nadzbiér, gromadzacy w sobie
wszystkie zbiory. Gdyby W byl takim zbiorem, to nalezalby do niego kazdy
podzbidr zbioru W, bo kazdy taki podzbidr jest przeciez zbiorem, ale wtedy
moglibysmy kazdemu podzbiorowi A zbioru W przypisaé¢ element W, mianowicie
sam zbiér A — wbrew twierdzeniu Cantora. A wiec kolekcja wszystkich zbioréw
nie jest zbiorem. Co wiecej, nie jest zbiorem nawet kolekcja wszystkich zbioréw
jednoelementowych. MoglibySmy przeciez dla kazdego zbioru A utworzyé
jednoelementowy zbiér {A} (ktérego jedynym elementem jest zbiér A) i potem
- gdyby wszystkie zbiory jednoelementowe nalezaly do jednego, wspélnego
zbioru - wzigé sume takich jednoelementowcéw (a na to teoria mnogoéci
pozwala), a wtedy do takiej sumy nalezalby kazdy zbiér — co jest przeciez
niemozliwe, jak przed chwilg widzieliimy. Tak wiec zbioréw jednoelementowych
jest ,za duzo”, by mozna je bylo zebraé¢ w zbidr. Ale to juz nie jest paradoks: to
twierdzenie teorii mnogoéci.

Takie zbiory-niezbiory (powiedzmy, ,zbiory”) spotyka si¢ na tyle czesto,

ze pewnie warto co$ z nimi zrobi¢, wiec zrobiono. Wybrano rozwiazanie
proste: zamiast pojecia pierwotnego (czyli niedefiniowanego w teorii) ,,zbiér”
wprowadzono pojecie ,klasa”, definiujac zbiér jako taka klase, ktéra jest
elementem innej klasy. W ten sposéb ,zbiér” W stal sie obiektem legalnym,
podobnie jak ,zbiér”, do ktérego naleza wszystkie zbiory. Po prostu owe
wzbiory” sa klasami, ale nie zbiorami (i nie moga by¢ elementami innej klasy).

Filatelisci badajg znaczki pocztowe, klasyfikuja je i opisuja, przecietny
$miertelnik uzywa ich do wysylania listéw. Przecietny §émiertelnik-matematyk
uzywa zbioréw i ,zbioréw”, nie zastanawiajac sie nad ich klasyfikacja. I stusznie.
Zamiast dzieli¢ kolekcje na klasy i zbiory, mozna si¢ uméwié, ze méwimy tylko

o zbiorach, bedacych podzbiorami pewnego ,wszechzbioru” (nazywanego
niekiedy zbiorem uniwersalnym). Wtedy wystarczy zwykla, ,bezklasowa” teoria
mnogosci. A filatelidci moga rozwija¢ dalej swoje zainteresowania. . .

Wiktor BARTOL
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