
Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2001

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z fizyki nr 316, 317

Redaguje Jerzy B. BROJAN

317. W Kosmosie jest wiecej neonu niz argonu, a jednak

atmosfera Ziemi zawiera prawie 1% argonu i tylko 0,0018%

neonu. Podac mozliwe przyczyny tej rozbieznosci.

316. Wahadlo Foucaulta zawieszone na linie o dlugosci

10 m zostalo odchylone od pionu o 1,5 m i puszczone.

Jesli zdarzylo sie to w Warszawie, to w jakiej odleglosci od

swojego polozenia równowagi przeleci srodek masy wahadla?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/2000

Przypominamy tresc zadan:

308. Pociag o dlugosci d jedzie po torze, na którym wystepuje wzniesienie o ksztalcie "trójkatnym"

(rys. 1), przy czym dlugosc kazdego z odcinków równi pochylej wynosi l, a wysokosc - h. Jesli

rozklad masy wzdluz pociagu jest jednorodny, a opory ruchu mozna zaniedbac (i nie ma tez napedu),
to jaki warunek musi spelniac predkosc poczatkowa v, aby pociag pokonal wzniesienie?

Rys. l

Rys. 2 \
309. Do izolowanego termicznie zbiornika zawierajacego wode o masie M wplywa strumien

wody o masie na jednostke czasu równej a i dokladnie miesza sie z woda w zbiorniku.

Jednoczesnie ze zbiornika wyplywa stalym strumieniem taka sama ilosc wody. Wykazac, ze jesli

temperatura T wplywajacej wody zalezy harmonicznie od czasu z amplituda To i czestoscia w (tzn.
T(t) = To sin wt + Tll, to temperatura wody wyplywajacej takze zalezy harmonicznie od czasu.

Obliczyc amplitude jej zmian.

308. Nalezy oddzielnie rozpatrzyc dwa przypadki:

a) Gdy d ~ 2l, energia kinetyczna pociagu musi wystarczyc

do wzniesienia odcinka pociagu o dlugosci 2l i masie 2ml / d

na wysokosc (1/2)h (wartosc srednia), czyli

mv2 > 2mlg!!:. albo v2 > 2l.
2 - d 2 gh - d

b) Gdy d :::;2l, srodek masy pociagu musi sie wzniesc

k"l-d/4h d
na wyso osc --l- ,a sta

v2 d- >2--.
gh - 2l

Pan Piotrowski powraca do Ligi po ponad
8 latach przerwy!
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zadan 306 (WT=I,40) i 307 (WT=3,10)
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309. Ze wzgledu na mieszanie woda ma w calej objetosci zbiornika jednakowa

temperature, równa temperaturze strumienia wyplywajacego - oznaczmy ja T'(t).
W ciagu czasu dt do zbiornika wplywa woda o masie a:dt i temperaturze T(t), a bilans

ciepla ma postac

a:dt(T - T') = MdT'.

Rozwiazemy to równanie "od tylu" , tzn. zalozymy, ze T' (t) = T~ sin wt + Tl (inaczej

konieczna bylaby znajomosc techniki rozwiazywania równan rózniczkowych).
Otrzymujemy

, MdT' , . ,Mw

T = T + --d = Tl + To smwt + To-- coswt.a: t a:

Sume ostatnich dwóch wyrazów mozna przeksztalcic do postaci To sin(wt + cp), co jest

zgodne z podana zaleznoscia T(t). Przesuniecie fazy cp jest tu malo istotne - mozna je

wyeliminowac w funkcji T(t), a za to wprowadzic w T'(t). Amplituda To wynosi

To = T~J1 + (MW/a:)2.

Dzielac równanie przez pierwiastek, znajdujemy rozwiazanie - szukana amplitude n.
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Zadania z matematyki nr 419, 420

Redaguje Marcin E. KUCZMA

419. Wyznaczyc najwieksza liczbe a oraz najmniejsza liczbe (3 takie, ze nierównosci

a < IPAI + IPBI + IPGI + IPDI <
- IABI + lAGI + IADI + IBGI + IBDI + IGDI - (3

zachodza dla kazdego czworoscianu ABG D i dla kazdego punktu P lezacego wewnatrz
tego czworoscianu.

420. Liczby dodatnie a, b, c, d spelniaja warunek a + b = c + d. Dowiesc, ze jezeli

nierównosc an + bn > cn + dn zachodzi dla pewnej liczby naturalnej n> 1, to zachodzi

ona dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Zadanie 420 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazanie zadania M 950.

Rozwazmy trójkat równoramienny ABC
71" 371" 371"

z katami 7' 7' 7'
A

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 12/2000

Przypominamy tresc zadan:

411. Ze zbioru {l, 2, 3, ... ,56} usunieto szesc liczb. Dowiesc, ze z pozostalego zbioru mozna wybrac

czterowyrazowy ciag (a, b, c, d) róznych liczb, w którym kazdy wyraz (od drugiego poczawszy) jest
liczba podzielna przez wyraz poprzedni.

A

dla n parzystych,

dla n nieparzystych.
gdzie

1 n----+c·-
sin(k7r/n) 4 '

.=1

Równosc w tym szacowaniu zachodzi dla n-kata foremnego, a zatem napisana po

prawej stronie liczba jest szukana wartoscia minimalna.

412. Wielokat ma n boków, n przekatnych laczacych co drugi wierzcholek itd.,

n przekatnych laczacych co k-ty wierzcholek, dla k :::;m = [(n - 1)/2]; gdy n jest

liczba parzysta, wielokat ma ponadto n/2 przekatnych "glównych" (laczacych pary
wierzcholków przeciwleglych).

Ustalmy k E {l, ... ,m} i wezmy pod uwage przekatne laczace co k- ty wierzcholek (dla

k = 1 sa to boki wielokata). Te przekatne wyznaczaja n katów srodkowych al, ... , ano

Dlugosc i-tej przekatnej wynosi 2sin(ai/2). Obszary tych katów pokrywaja k-krotnie
kat pelny wokól srodka kola, wiec al + ... + an = 2k7r.

Z nierównosci Jensena dla funkcji f(x) = l/sinx, wypuklej w przedziale (0;7r), wynika

dolne oszacowanie sumy odwrotnosci dlugosci rozwazanych przekatnych:

411. Przedstawiamy zbiór M = {l, 2, 3, ... , 56} jako sume pieciu zbiorów:

A = { 1, 2, 4, 8, 16, 32},

B = {3, 6,12,24, 48},

G = {5, 10, 20, 40},

D = {7, 14, 28, 56}

E = M \ (A U B U G U D).

Zbiory A, B, G, D licza lacznie 19 elementów, zatem E jest zbiorem 37-elementowym.

Po usunieciu szesciu liczb ze zbioru M pozostaje w nim piecdziesiat liczb, z których

co najmniej trzynascie nalezy do sumy A U B U G U D. Co najmniej jeden ze

zbiorów A, B, G, D zawiera cztery z tych trzynastu liczb; tworza one ciag (a, b, c, d)
o wymaganej wlasnosci.

Biorac pod uwage wszystkie boki i przekatne, z wyjatkiem "glównych", dostajemy
oszacowanie dolne

412. Dla ustalonej liczby naturalnej n obliczyc minimalna wartosc, jaka moze miec suma

odwrotnosci dlugosci wszystkich boków i przekatnych n-kata wpisanego w okrag o promieniu l.

oraz

n ~ (k7r) n ~ 1SI + S2 + ... + Sm ~ '2 ~ f -:;:; = '2 ~ -.-. -- ...
•=1 .=1

Kazda z przekatnych glównych (dla n parzystego) jest nie dluzsza niz srednica kola,

równa 2, wiec suma odwrotnosci ich dlugosci jest nie mniejsza niz (n/2) . (1/2),

czyli n/4. Wobec tego pelna suma 5, o której mowa w zadaniu, spelnia nierównosc

[(n-1)/2]

5>!!:. "'"- 2 ~

Niech BBI = l bedzie wysokoscia
w trójkacie ABC, D zas takim punktem

na AC, ze AD = BD. Wtedy
271"

LBDC = 7' Z trójkatów ABBI'
l

BDBI, BCBI mamy AB = AC = --71"-'
sin ­

7
l l

BD = AD = ~, CD = BC =-s:;;-'sin- sin-
7 7

Z równosci AC = AD + CD wynika teraz
teza.

B

B

Rozwiazanie zadania M 951.

Rozwazmy taki trójkat
71"

równoramienny ABC, ze LA = 6'
AB = AC.

Niech BD = l bedzie jego wysokoscia.
Wtedy AB = AC = 2,

71" 571"

AD = ctg 6' CD = ctg 12 i z równosci

AD + CD = AC wynika teza.
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