
Igraszki z ciagiem liczbowym Jaroslaw GÓRNICKI
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W obu przypadkach bez trudu stwierdzamy, ze sa to ciagi rosnace (kazdy wyraz

nastepny jest wiekszy od poprzedniego). Zbadajmy teraz ich ograniczonosc.

Ciag (a) jest ograniczony. Latwo wykazujemy to za pomoca indukcji

matematycznej:

Czesc I

Mozemy stwierdzic, ze ciag liczb rzeczywistych {an} jest zbiezny, nie obliczajac

jego granicy. Wystarczy, ze zbadamy dwie jego wlasnosci:

- monotonicznosc, czyli czy stale an+1 2: an, czy tez stale an+1 ::; an (warunki

te mozna oslabic zadajac, by wskazane nierównosci byly spelnione dla

wszystkich numerów n, poczynajac od pewnego k),

- ograniczonosc, czyli czy wszystkie wyrazy ciagu mieszcza sie w pewnym

skonczonym przedziale .

Wówczas mozemy skorzystac z bardzo prostego i uzytecznego twierdzenia [1].

TWIERDZENIE 1. Ciag liczb rzeczywistych, który jest monotoniczny

i ograniczony, jest zbiezny.

Wyposazeni w takie kryterium spróbujmy zbadac zbieznosc nastepujacych

ciagów:
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jest zbiezny?

Odpowiedz na to pytanie wymaga znajomosci liczby e (~ 2,718281) (zob. [1])

i jest ona nastepujaca: wyzej okreslony ciag jest zbiezny dla 0,065988 ~ e-e ::;

::; a::; elle ~ 1,444667. Szczególy rozwiazania mozna znalezc w [2, str. 82-83]

• oraz [3, Prob. 30]. Jeszcze dalej idaca analize tego typu ciagów zawiera praca

[4, zad. 2.5.40]. Inne podejscie do badania zbieznosci ciagu, gdy nie potrafimy

latwo obliczyc jego granicy, laczy sie z nazwiskiem francuskiego matematyka

L.A. Cauchy'ego (1789-1857), który podal nastepujace twierdzenie [1]:
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Zatem ciag (a) jest zbiezny! Jak obliczyc (wyznaczyc) jego granice? Zalózmy,

ze liczba g (musi ona nalezec do przedzialu [J2,2]) jest granica tego ciagu.

Poniewaz miedzy nastepnym a poprzednim wyrazem ciagu zachodzi zaleznosc

an+1 = (J2)an,

mamy wiec równanie

g = (J2)g,

które wystarczy rozwiazac. W tym przypadku latwo odgadujemy, ze g = 2,

a poniewaz na przedziale [J2, 2] funkcja x -+ log2 x jest ciagla i rosnaca, zatem
x

jest to rozwiazanie jedyne. Konkluzja jest wiec nastepujaca: ciag z przykladu (a)
jest zbiezny do liczby 2.

W przypadku ciagu z przykladu (b) sytuacja jest odmienna. Ten ciag nie

jest ograniczony! Korzystajac z indukcji matematycznej (i nierównosci

2 . (1,3)n+1 > n + 2) mozemy wykazac nierównosc

bn > (1,3t+l dla n = 1,2, ... ,

która oznacza to, ze ciag opisany w warunku (b) jest rozbiezny do +00. Te dwa

zadania sugeruja naturalne pytanie:

PYTANIE 1. Dla jakich wartosci rzeczywistych a > O ciag okreslony
wzorem

al = a i an+l = aan dla n = 1,2, ...
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TWIERDZENIE 2. Ciag {an} liczb rzeczywistych jest zbiezny wtedy i

tylko wtedy, gdy

"10>0 3k "1m,n?k lam - ani < c

(inaczej mówiac: gdy koncówka ciagu moze miec dowolnie mala

srednice)·

Kryterium to, niezaleznie od Cauchy'ego, podal tez czeski matematyk

B. Bolzano (1781-1848). Tak na marginesie, nietrywialny warunek

z Twierdzenia 2 za sprawa polskiego matematyka S. Banacha (1892-1945) zrobil

w matematyce oszalamiajaca kariere, ale to temat na calkiem inne opowiadanie.

Czesc II
Przeniesmy teraz nasze rozwazania ze zbioru liczb rzeczywistych (z prostej

liczbowej) do zbioru liczb zespolonych, czyli na plaszczyzne. Chcac zobaczyc,

jakie "niespodzianki" tu na nas czekaja, zbadamy zbieznosc "najbardziej"

zespolonego ciagu:

(c)
. ·i

• ''2. ·t
t, t , t ,... ,

Aby zadanie mialo sens, ograniczymy sie

do tzw. wartosci glównej (potegowanie

w dziedzinie zespolonej jest bardziej

skomplikowane niz w dziedzinie

rzeczywistej i czesto prowadzi do funkcji

wielowartosciowych) .

gdzie i oznacza jednostke urojona, czyli liczbe zespolona spelniajaca równanie

i2= -1. Nie wdajac sie w techniczne zawilosci, skorzystajmy ze znanego

wzoru eix = cos x + isin x, gdzie x jest liczba rzeczywista. Otrzymujemy wtedy

ei1r/2 = i, skad i(2) = ii = e-1r/2 = 0,207879. Bierzemy kalkulator i obliczamy
dalej

Poniewaz o liczbach zespolonych nie mozemy

powiedziec, która jest mniejsza, a która wieksza, wiec

nie mozemy bezposrednio stosowac Twierdzenia 1.

Przypatrywanie sie czesciom rzeczywistym i czesciom

urojonym tych liczb tez, niestety, nie wskazuje na

jakas monotoniczna regularnosc. Zatem tym sposobem

(tymi srodkami) nie zdecydujemy, czy badany ciag

jest zbiezny. Aby wyjsc z tej nieprzyjemnej sytuacji,

wykonajmy symulacje komputerowa, zaznaczajac

na plaszczyznie zespolonej polozenia poczatkowych

wyrazów ciagu (c) (rysunek, [5]).

i(4) ~ 0,050092 + i· 0,602116,

i(5) ~ 0,387166 + i . 0,305270,

i(6) ~ 0,142561 + i . 0,400466,

i(lOOO) ~ 0,438282 + i ·0,360592.

1

+

0.8

.i ( . / ) 0,207879 .
i(3) = il ~ iO,207879 = el1r 2 = el.O,326535 =

= cos 0,326535 + i sin 0,326535 = 0,947159 + i: 0,320764.

Wykonujac analogiczne obliczenia, otrzymujemy

nastepujace przyblizone wartosci:
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Widzimy, ze wyrazy tego ciagu, ukladajace sie wzdluz trzech spiralnych ramion,

koncentruja sie wokól punktu, który jest dobrze przyblizany przez i(lOOO).

Mamy wiec komputerowa sugestie: ciag z przykladu (c) jest zbiezny. Korzystajac

z takiego zalozenia, spróbujemy wyznaczyc jego granice z. Postapimy jak

w czesci L Poniewaz miedzy nastepnym a poprzednim wyrazem rozpatrywanego

ciagu zachodzi zaleznosc

wiec musi zachodzic tez równosc
·z

z = t ,

gdzie z = x + iy. Jednak rutynowe obliczenia (porównanie czesci rzeczywistych

oraz czesci urojonych) prowadza do ukladu równan
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{X = e-Y7r/2 cos (x~D 'y = e-Y7r/2 sin (x~) ,

którego bezposrednie rozwiazanie bez uzycia komputera jest trudne.

Komputerowa analiza tego ukladu lub otrzymanego z niego równania
przestepnego

y = X· tg (x~)

przekonuje nas, ze granice ciagu (c) rzeczywiscie zadowalajaco przybliza
wartosc i(1000).

Interesujaca moze byc odpowiedz na ogólniejsze pytanie:

PYTANIE 2. Dla jakich liczb zespolonych ciag okreslony wzorem

(1) al = z, an+l = zan, n = 1,2, ... ,

(2) al = z, a2 = Zi, a3 = zii, ...

jest zbiezny? Warto naszkicowac ten zbiór na plaszczyznie zespolonej.

Wydaje sie, ze w rozwiazaniu tego typu zagadnien bardzo pomocne moga byc

symulacje komputerowe. Moze prowadza one do fraktali. .. Wszystkim, którzy

podejma sie pracy nad tymi problemami, zycze sukcesu!

Kwantowy efekt Halla Michal KORCH

Jest to sprawozdanie z Warsztatów Fizyki
Ciala Stalego organizowanych przez

Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci, spisane
przez jednego z uczestników.

I

Rys. 1. Efekt Halla.

B

Rys. 2. Zaleznosc oporu Halla od indukcji
pola magnetycznego w klasycznym efekcie
Halla.

W 1879 roku Edwin Robert Hall odkryl, ze jesli przewodnik, przez który plynie

prad elektryczny o natezeniu I, umiescimy w polu magnetycznym o indukcji B,

prostopadlej do kierunku pradu, to w przewodniku powstaje poprzeczne napiecie

elektryczne UH. Napiecie to mozna zmierzyc, podlaczajac woltomierz do

bocznych kontaktów tak, jak to pokazano na rysunku 1.

Zjawisko to jest wynikiem dzialania sily Lorentza na swobodne nosniki pradu.

Jesli tymi nosnikami sa elektrony, to sila Lorentza odchyli je w kierunku

jednej ze scianek, pozostawiajac przy przeciwnej sciance nadmiar ladunku

dodatniego. W rezultacie w przewodniku powstanie poprzeczne pole elektryczne,

dzialajace na elektrony sila przeciwna do sily Lorentza i zapobiegajace

dalszemu rozsuwaniu ladunków. Napiecie poprzeczne UH jest iloczynem

tego pola i szerokosci przewodnika. To klasyczne zjawisko zostalo nazwane,

na czesc odkrywcy, efektem Halla. Jest ono bardzo wazne w fizyce metali

i pólprzewodników, poniewaz pozwala na okreslenie znaku i koncentracji

nosników pradu. Dzielac napiecie poprzeczne UH przez natezenie I pradu
plynacego przez przewodnik, otrzymujemy tzw. opór Halla

UH B(1) RH=-=--,
I e·n·d

gdzie e jest ladunkiem nosnika pradu, n - liczba nosników w jednostce objetosci

przewodnika, a d - gruboscia przewodnika. Ze wzoru (1) wynika, ze opór RH

jest liniowa funkcja indukcji pola magnetycznego. Zauwazmy jeszcze, ze opór
Halla jest odwrotnie proporcjonalny do grubosci przewodnika.

Czy to oznacza, ze moze on byc dowolnie duzy dla odpowiednio cienkiej warstwy

przewodzacej? Oczywiscie nie, naturalna granice scieniania stanowi chociazby

rozmiar pojedynczej komórki elementarnej sieci krystalicznej materialu

przewodnika. Co wiecej, nalezy podkreslic, ze elektrony maja równiez nature

falowa i do pelnego ich opisu konieczne jest uzycie mechaniki kwantowej. W jej

ramach pokazano, ze klasyczny opis zalamuje sie, gdy grubosc warstwy d staje

sie porównywalna z dlugoscia fali elektronu. Wtedy energia kinetyczna ruchu
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