W naszych rozwazaniach pomineglismy

W metodzie omawianej w Delcie 1/2001 musieliémy obliczy¢ xag, zeby uzyskac

jeden istotny aspekt: poniewaz obliczenia 7 doktadnych cyfr po przecinku. Przy metodzie Newtona dla x26 otrzymalibysmy

wykonywalem na kalkulatorze, wiec
réwniez obliczane przeze mnie wartodci
wyrazdéw ciagu x1, T2, Ta,. .. byly
obarczone pewnym bledem przybliZenia.
Kolejne wyrazy ciagu obliczalem,
korzystajac z przyblizonej wartosci
wyrazéw poprzednich. Czy bledy te
przypadkiem nie kumulowaly sie?

co najmniej 22° = 33 554 432 dokladnych cyfr!.

Zadanie 1. Udowodnié¢ nieréwnosé

1 n
lenl < —(meo)?

i wyciagnaé stad wniosek, ze gdy |meo| < 1, to z, — a. Zastanowi¢ si¢ nad

stwierdzeniem, ze z, bardzo szybko dazy do o.

Zadanie 2. Ze wzoréw na pierwiastki réwnan stopnia trzeciego wynika, ze
pierwiastkiem réwnania 2% = z + 4 jest

1 5
o= \3/2+§v321+\/2—-;\/321.

Wykorzysta¢ metode Newtona w celu wyznaczenia przyblizonej wartosci a.

, Zespolone” kongruencje kwadratowe

Kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 3 nie
daje reszty 2. Zatem kongruencja x* = 2 (mod 3) nie ma
rozwiazania w liczbach catkowitych. Idac wytyczonym
szlakiem teorii liczb zespolonych (patrz Delta 10/2000;
mozna tez zajrze¢ do Delty 4/1999), sprébujmy poszukaé
rozwigzania na innym gruncie.

Zalézmy, ze p jest taka liczba pierwsza, dla ktérej
réwnanie 22 = p — 1 (mod p) nie ma rozwiazania w liczbach
calkowitych. Okreslamy zbiér par liczb catkowitych ze
zbioru Z, = {0, 1, 2,..., p — 1} z dzialaniami

(a,b) + (c,d) = (a+¢c, b+d),
(a, b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + be),

gdzie dzialania w nawiasach nalezy rozumie¢ jako
dodawanie, odejmowanie i mnozenie modulo p. Mozna
sprawdzié¢, ze zdefiniowane dzialania maja porzadne
wlasnoéci, co fachowo wyraza sie, méwiac, iz zbidr Z, x Z,
z tak okreslonymi dziataniami tworzy cialo. Para postaci
(a, 0) to zwykla liczba calkowita ze zbioru Z,. Jednostka
urojona jest, oczywiscie, i = (0, 1). Mamy bowiem

i* =(0,1)-(0,1) = (p— 1, 0) (pamietamy, ze dziatania
sa okreélone w zbiorze Z,, a wiec liczbe —1, ktéra
pojawila sie w wyniku formalnego mnozenia, zastapiliémy
liczba p — 1). '

Przyklad. Rozwiazaé¢ réwnanie z° 4+ + 3 = 0 (mod 7)
(milczaco zaltozylismy, ze kongruencja t* = 6 (mod 7) nie
ma rozwigzania — latwo to sprawdzi¢). Zastosujemy znane
wzory. Mamy

A=1*-4.1-3=-11=3(mod7).

Nalezy wyznaczy¢ vA. Poniewaz kwadrat liczby calkowitej
przy dzieleniu przez 7 moze dawaé tylko reszty 0, 1, 2, 4,
wiec liczba VA jest ,zespolona”. Niech VA = (a, b),

czyli 3 = (a, b) - (a, b). Inaczej: (3, 0) = (a® — b%, 2ab).
Wynika stad, ze a®> — b® = 3 i 2ab = 0. Zatem a = 0 lub
b= 0. Réwnoéé b = 0 prowadzi do sprzecznosci, bo wtedy
a? = 3 (mod 7), co jest niemozliwe. Jedli a = 0, to

—b? = 3(mod7), co daje b = 2 lub b = 5. Zatem

VA = (0, 2) lub VA = (0, 5), czyli VA = 2i lub VA = 5i.

Wobec tego
ol L e s TR
T = 5 — 2+1 lub x; = 5 = 2+ i

Co z utamkami? Przeciez szukamy rozwiazan catkowitych.
Pamietajmy jednak, ze dzialania sa modulo, a zatem

i dzielenie jest modulo: % to4,bo4-2=1(modT7).
Ostatecznie

r1=—44+:i=3+4, 7o = —4 4 20i = 3+ 6i (mod 7).

Jeszcze prodciej otrzymujemy rozwigzania wspomnianej
kongruencji #2 = 2 (mod 3). Mamy tu-z, =i, x2 = 2i.

Nasuwaja sie nastepujace pytania:

(1) Dla jakich liczb pierwszych p kongruencja
z? = p — 1 (mod p) nie zachodzi dla Zadnego
catkowitego 7

(2) Czy dla dowolne]j pary (a, 0) istnieje taka para (z, y),
ze (z, y) - (z, y) = (a, 0), to znaczy czy kazda liczbe
z Zp mozna pierwiastkowaé w sensie ,zespolonym”?

(3) Cazy zachodzi Zasadnicze Twierdzenie Algebry
w tak okreslonym ciele Z, x Z,, to znaczy, czy
kazdy wielomian o wspélczynnikach catkowitych ma
~zespolone” miejsca zerowe (w sensie kongruencji)?

Ad (1). Postulowany warunek spelniaja liczby pierwsze p
postaci 4k + 3 i tylko takie (np. W. Sierpinski, Arytmetyka
teoretyczna, PWN, Warszawa 1969, str. 158). :

Ad (2). Odpowiedz jest pozytywna (j.w.).

Ad (3). Odpowiedz jest negatywna. Na przyklad
kongruencja ® — & + 1 = 0 (mod 3) nie ma rozwiazania
w Z3 X Zz. Przypuéémy bowiem, ze z = a + bi jest takim
rozwiazaniem. Wéwczas

(a+ b)® — (a + bi) + 1 = 0(mod 3).
Stad po przeksztalceniach otrzymujemy
(a® — 3ab® — a + 1) + (3a’b — b* — b)i = 0 (mod 3),
czyli
a®—a+1=0(mod3) i —b>—b=0(mod3).
Poniewaz a® — a = a(a — 1)(a + 1), wiec

a® — a = 0(mod 3), bo spoéréd trzech kolejnych liczb

calkowitych jedna zawsze jest podzielna przez 3.

Stad a® —a + 1 = 1 (mod 3). Proste uogdlnienie tego
rozumowania wskazuje, ze w zadnym ciele skoticzonym nie
zachodzi Zasadnicze Twierdzenie Algebry. Szkodal
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