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W poprzednim artykule (Delta 1/2001) opisalismy bardzo prosta metode

pozwalajaca na znajdowanie przyblizonego rozwiazania równania f(x) = O.

Szczególnie duzo uwagi poswiecilismy znajdowaniu przyblizonej wartosci V2,

czyli rozwiazania równania x2 - 2 = O. Metoda byla jednak malo skuteczna

z racji tego, ze wymagala wykonania wielu obliczen (jej idee przypominamy na
marginesie) .

W niniejszym artykule opiszemy zupelnie inna metode zwana metoda stycznych

Newtona. Jak zobaczymy, w odróznieniu od metody poprzedniej pozwala ona na
nieomal blykawiczne uzyskanie oczekiwanego wyniku.

Rozwiazanie równania f(x) = O to punkt przeciecia wykresu funkcji y = f(x)

z osia x-ów. Zalózmy, ze wykres funkcji y = f(x) wyglada mniej wiecej tak jak
na rysunku 2.

Wezmy jakis punkt Xo lezacy na prawo od punktu przeciecia. Narysujmy styczna
do wykresu w punkcie (xo, f(xo)). Przecina ona os x-ów w jakims punkcie Xl.

Teraz rysujemy styczna do wykresu w punkcie (Xl, f(X1))' Przecina ona os

x-ów w punkcie X2 itd. W efekcie otrzymujemy ciag Xn zbiezny do rozwiazania

równania f(x) = O. Zobaczmy, czy ciag ten mozna opisac za pomoca jakiegos

konkretnego wzoru. Z rysunku 3. widac, ze f(xn) = tgan(xn - xn+d =
= I'(xn)(xn - Xn+1)' Stad otrzymujemy wzór rekurencyjny

f(xn)

(1) xn+1 = Xn - f'(xn) .

A wiec punkt Xo wybieramy w sposób dowolny (ma to byc jednak punkt

polozony niezbyt daleko od rozwiazania), kolejne zas punkty obliczamy za
pomoca wzoru (1).

Oczywiscie V2 jest rozwiazaniem równania f(x) = O dla f(x) = x2 - 2. Poniewaz
f'(x) = 2x, wiec wzór (1) przyjmuje postac

x; - 2 x; + 2

Xn+1 = Xn - -2-- = -2-- .Xn Xn

Otrzymalismy interesujacy wzór opisujacy ciag zbiezny do V2. Przyjmijmy

Xo = 2 i zobaczmy, jak szybko ten ciag przybliza sie do V2. Obliczenia

wykonalem na moim kalkulatorze: Xo = 2, Xl = 1,5, X2 = 1,4166666,

X3 = 1,4142156, X4 = 1,4142135. I to wszystko. To jest najlepsze przyblizenie,
jakie moge uzyskac na moim kalkulatorze.

Zobaczmy, jak niebywale lepsza jest to metoda od poprzednio opisanej! Dlugie

i mozolne rachunki zostaly zastapione przez wcisniecie kilku klawiszy nax

kalkulatorze. Nie byloby jednak tej metody, gdyby nie znajomosc pochodnych!

X2

y

Oto metoda z poprzedniego artykulu:

Niech funkcja y = f(x) ma wykres mniej
wiecej taki jak na rysunku 1. Zalózmy,

ze Xl lezy na lewo od rozwiazania, a X2

na prawo. Zakladamy, ze oba punkty
Xl i X2 leza dostatecznie blisko miejsca

zerowego funkcji f, tak ze pomiedzy Xl

i X2 równanie f(x) = O ma tylko jeden

pierwiastek. Kolejny punkt wybieramy

na srodku X3 = l (Xl + X2). Znak liczby
f (X3) pokazuje, czy punkt X3 lezy na
lewo czy na prawo od rozwiazania.

Zalózmy, ze na prawo. Wówczas,
jako kolejne przyblizenie bierzemy

X4 = l (Xl + X3). Analogicznie okreslamy

Xs, X6, X7,··. Za kazdym razem dzielimy
przedzial, do którego nalezy rozwiazanie,

na pól. Skracajaca sie dlugosc przedzialu
swiadczy o polepszajacej sie dokladnosci
przyblizenia. Poniewaz po trzech

podzialach dlugosc przedzialu skraca

sie 8 razy, a po czterech 16 razy, wiec

uzyskamy kolejna dokladna cyfre
rozwiniecia dziesietnego po wyliczeniu

3-4 nowych przyblizen Xn, a dokladniej

mniej wiecej co 3,3 nowych przyblizen, bo
10-1 "" 2-3,3. W efekcie, jak widzielismy

w poprzednim artykule, stosujac
te metode do równania x2 - 2 = O,

uzyskalismy przyblizona wartosc
v'2 = 1,4142135 dopiero po obliczeniu
X26. To naprawde mozolne rachunki.

Rys. 1

y

Rys. 2

Dla jakich równan daje sie zastosowac te metode? Pamietajmy, ze w sposób

istotny korzystalismy z tego, ze wykres wyglada tak jak na rysunku 2. Co to

znaczy? Jak to precyzyjnie opisac? Czy da sie wytlumaczyc, dlaczego metoda

Newtona jest wielekroc lepsza od poprzednio opisanej? Czy mozna oszacowac,
jak szybko ciag Xn dazy do rozwiazania równania?

Aby odpowiedziec na te pytania, musimy siegnac nieco glebiej do matematyki,

wyjasnienie bowiem niebywalej skutecznosci metody Newtona ukryte jest
w twierdzeniu Taylora.

Zalózmy, ze funkcja y = f(x) ma druga pochodna ciagla oraz ze f(a) = O.

Naszym zadaniem jest znalezienie przyblizonej wartosci a.

Zalózmy, ze f' (a) =J O, co oznacza, ze wykres funkcji y = f (x) przecina os x-ów

w punkcie a pod katem róznym od zera, czyli odrzucamy sytuacje, w której
x wykres jest styczny do osi x-ów w punkcie a.

Przy badaniu metody Newtona skorzystamy z Twierdzenia Taylora (zwanego tez
wzorem Taylora), które mówi, ze jezeli funkcja f jest dwukrotnie rózniczkowalna,
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_ f(xn) _ (_ ) _ ~ f"(~)(a - xn)2
f'(xn) a Xn - 2 f'(xn)

Zauwazmy, ze na mocy wzoru rekurencyjnego (1) lewa strona to nic innego, jak

tylko Xn+I - a = Cn+I. Stad zas otrzymujemy

1 f"(~) 2

(2) cn+I = 2 f'(xn) cn·

Wzór ten mówi, jak szybko zmienia sie blad przyblizenia. Wartosci Xn szybko

zblizaja sie do a, jezeli Cn szybko dazy do zera. No wlasnie, jak odczytac ze

wzoru (2) szybkosc, z jaka Cn dazy do zera?

Zalózmy, ze a lezy pomiedzy liczbami a i b, czyli a E (a, b). Zalózmy,

ze funkcja f ma te wlasnosc, iz iloraz

~1f"(Y)12 f'(x)

jest ograniczony z góry przez pewna stala m dla dowolnych liczb x i y lezacych

pomiedzy a i b (czyli x, Y E (a, b)).

Zalózmy, wreszcie, ze przedzial (a, b) jest na tyle szeroki, iz wszystkie

wyrazy ciagu Xn naleza do tego przedzialu. Wówczas ze wzoru (2) wynika, ze

Icn+II ~ mc;'. To zas oznacza, ze jezeli, na przyklad, CI i m sa male, to ciag
Cn bardzo szybko dazy do O. Istotnie, zalózmy dla przykladu, ze m ~ 1 oraz ze

2n-1
CI < 0,1. Wówczas C2 < 0,01, C3 < 0,0001, C4 < 0,00000001, ... , Cn < 10-

A wiec obliczenie kolejnego wyrazu podwaja liczbe dokladnych cyfr po

przecinku!

Przyjrzyjmy sie omawianemu juz przykladowi ciagu zbieznego do V2. Funkcja

f (x) = X2 - 2 spelnia warunek

1 I f" (y) I 12 f' (x) = 2x < 1= m ,

dla dowolnych x, y 2: 1. Biorac Xo = 2, otrzymujemy Xl = 1,5, skad CI < 0,1.

Mamy wiec sytuacje dokladnie taka sama, jak opisana przed chwila· A wiec C4 <
0,00000001, lepszej dokladnosci na moim kalkulatorze (na którym wyswietla sie

8 cyfr) juz nie osiagne. I rzeczywiscie, jak juz wczesniej zauwazylismy, lepszego

przyblizenia niz X4 na tym kalkulatorze nie uzyskam.

to dla dowolnych liczb c i x istnieje taka liczba ~, lezaca pomiedzy c i x,

ze spelniona jest 'T'ównosc
1

f(x) = f(c) + f'(c)(x - c) + - f"(~)(x - C)2.2

Spróbujmy wyjasnic znaczenie tego twierdzenia. Potraktujmy x jako zmienna,

c zas jako ustalony parametr. Zauwazmy, ze pierwsze dwa skladniki po prawej

stronie to funkcja liniowa zmiennej x. Jesli zas odleglosc x od c (czyli Ix - cI)

jest mala, to (x - C)2 ma bardzo mala wartosc i w efekcie trzeci skladnik sumy

po prawej stronie ma bardzo mala wartosc. Dlatego tez twierdzenie Taylora

nalezy rozumiec jako twierdzenie mówiace o tym, z jak duza dokladnoscia

mozemy przyblizyc funkcje f (x) funkcja liniowa. Mianowicie, funkcja f (x)

rózni sie od funkcji liniowej f (c) + f' (c) (x - c) o bardzo niewielka wartosc

~f"(~)(x - C)2.

Twierdzenie Taylora jest dosc abstrakcyjne, zobaczymy jednak, jak nieslychanie

skutecznym narzedziem jest ono przy badaniu metody Newtona.

x Niech Xn bedzie ciagiem uzyskanym metoda Newtona, dla równania f(x) = O,

przy zalozeniach powyzej opisanych. Oznaczmy Cn = Xn - a. Liczba Cn mówi,

z jaka dokladnoscia Xn przybliza rzeczywista wartosc a.

Poniewaz zalozylismy, ze funkcja f ma druga pochodna ciagla, wiec mozemy

zastosowac twierdzenie Taylora. Podstawiajac x = a i c = xn, otrzymujemy

0= f(a) = f(xn) + f'(xn)(a - xn) + ~f"(~)(a - Xn)2,

gdzie ~ jest pewna liczba lezaca pomiedzy a i Xn. Dzielac przez f'(xn),

dostajemy

y

Metoda Newtona to jedna z metod

numerycznego rozwiazywania

równan. Metody numeryczne

tworza bardzo rozbudowany dzial

matematyki stosowanej. Odgrywaja

one fundamentalna role w fizyce,

technice, informatyce. Duzo mówi sie

o zastosowaniach komputerów, miedzy

innymi, do prognozowania pogody,

projektowania samolotów i rozwiazywania

wielu innych praktycznych problemów.

Podstawowa metoda polega na tym, ze

najpierw matematycy razem z fizykami

i inzynierami przeformulowuja problem

na jezyk równan. Sa to na ogól bardzo

skomplikowane równania rózniczkowe,

tak skomplikowane, ze zazwyczaj ich

zrozumienie wymaga wieloletnich studiów

matematycznych. Nastepnie do ich

przyblizonego rozwiazania wykorzystuje

sie komputery. Na ogól wymaga to

wielu godzin pracy naj szybszych

komputerów. Dlatego tez istotne jest,

aby stosowana przez nas metoda

przyblizonego rozwiazywania równania

jak najszybciej prowadzila do celu.

Z tego tez wzgledu metoda Newtona

jest znacznie lepsza do zastosowan

w komputerach niz metoda omawiana

w poprzednim artykule. Trzeba równiez

umiec oszacowac blad przyblizenia,

które otrzymujemy. To wszystko sa

bardzo skomplikowane zagadnienia,

wymagajace doskonalej znajomosci

abstrakcyjnej matematyki. Drogi

Czytelniku, jezeli ta tematyka wzbudzila

Twoje zainteresowanie, polecam Ci

dwie ksiazki: G. Dahlquist, A. Bjork,

Metody numeryczne, PWN 1983, oraz

A. Palczewski, Równania rózniczkowe

zwyczajne (teoria i metody numeryczne

z wykorzystaniem komputerowego

systemu obliczen symbolicznych), WNT

1999. W ksiazce Palczewskiego znajdziesz

konkretne przyklady zastosowan

w fizyce, elektronice, mechanice,

ekonomii, biologii i medycynie. Niestety,

obie ksiazki wymagaja dosc dobrego

przygotowania matematycznego

w zakresie pierwszych trzech semestrów

studiów matematycznych. Obejrzyj

je, moze zacheca Cie do studiowania

matematyki?

Rys.3

Istnieje wersja wzoru Taylora, w której

wystepuja pochodne funkcji f rzedów

wyzszych niz 2. Wówczas twierdzenie

Taylora mówi o tym, z jak duza

dokladnoscia mozemy przyblizac

funkcje f wielomianami.
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W naszych rozwazaniach pominelismy

jeden istotny aspekt: poniewaz obliczenia
wykonywalem na kalkulatorze, wiec
równiez obliczane przeze mnie wartosci

wyrazów ciagu Xl, X2, X3" .. byly

obarczone pewnym bledem przyblizenia.
Kolejne wyrazy ciagu obliczalem,

korzystajac z przyblizonej wartosci

wyrazów poprzednich. Czy bledy te
przypadkiem nie kumulowaly sie?

W metodzie omawianej w Delcie 1/2001 musielismy obliczyc X26, zeby uzyskac

7 dokladnych cyfr po przecinku. Przy metodzie Newtona dla X26 otrzymalibysmy

co najmniej 225 = 33554432 dokladnych cyfr!.

Zadanie 1. Udowodnic nierównosc

1 2"
lEni::; -(mEa)m

i wyciagnac stad wniosek, ze gdy ImEal < 1, to Xn ---+ a. Zastanowic sie nad

stwierdzeniem, ze Xn bardzo szybko dazy do a.

Zadanie 2. Ze wzorów na pierwiastki równan stopnia trzeciego wynika, ze

pierwiastkiem równania x3 = x + 4 jest

a = ~2 + ~V32l + ~2 - ~V32l.

Wykorzystac metode Newtona w celu wyznaczenia przyblizonej wartosci a.

Co z ulamkami? Przeciez szukamy rozwiazan calkowitych.

Pamietajmy jednak, ze dzialania sa modulo, a zatem

i dzielenie jest modulo: ! to 4, bo 4 ·2== 1 (mod 7).
2

Ostatecznie

"Zespolone" kongruencje kwadratowe

Kwadrat liczby calkowitej przy dzieleniu przez 3 nie

daje reszty 2. Zatem kongruencja x2 == 2 (mod 3) nie ma

rozwiazania w liczbach calkowitych. Idac wytyczonym

szlakiem teorii liczb zespolonych (patrz Delta 10/2000;

mozna tez zajrzec do Delty 4/1999), spróbujmy poszukac

rozwiazania na innym gruncie. Xl == -4 + i == 3+ i, X2 == -4 + 20i == 3 + 6i (mod 7).

Zalózmy, ze p jest taka liczba pierwsza, dla której

równanie x2 == p-l (modp) nie ma rozwiazania w liczbach

calkowitych. Okreslamy zbiór par liczb calkowitych ze

zbioru Zp = {O, l, 2, ... , p - l} z dzialaniami

(a,b)+(c,d)=(a+c, b+d),

(a, b) . (c, d) = (ac - bd, ad + be),

gdzie dzialania w nawiasach nalezy rozumiec jako

dodawanie, odejmowanie i mnozenie modulo p. Mozna

sprawdzic, ze zdefiniowane dzialania maja porzadne

wlasnosci, co fachowo wyraza sie, mówiac, iz zbiór Zp x Zp

z tak okreslonymi dzialaniami tworzy cialo. Para postaci

(a, O) to zwykla liczba calkowita ze zbioru Zp. Jednostka

urojona jest, oczywiscie, i = (O, 1). Mamy bowiem

i2 = (O, 1) . (O, 1) = (p - 1, O) (pamietamy, ze dzialania

sa okreslone w zbiorze Zp, a wiec liczbe -l, która

pojawila sie w wyniku formalnego mnozenia, zastapilismy

liczba p-l).

Przyklad. Rozwiazac równanie x2 + x + 3 == O (mod 7)

(milczaco zalozylismy, ze kongruencja t2 == 6 (mod 7) nie

ma rozwiazania - latwo to sprawdzic). Zastosujemy znane

wzory. Mamy

fl = 12 - 4 . 1 . 3 = -11 == 3 (mod 7).

Nalezy wyznaczyc ..fIS.. Poniewaz kwadrat liczby calkowitej

przy dzieleniu przez 7 moze dawac tylko reszty O, 1, 2, 4,

wiec liczba ..fIS. jest "zespolona". Niech ..fIS. = (a, b),

czyli 3 = (a, b)· (a, b). Inaczej: (3, O) = (a2 - b2, 2ab).

Wynika stad, ze a2 - b2 = 3 i 2ab = O. Zatem a = O lub

b = O. Równosc b = O prowadzi do sprzecznosci, bo wtedy

a2 == 3 (mod 7), co jest niemozliwe. Jesli a = O, to

_b2 == 3 (mod 7), co daje b = 2 lub b = 5. Zatem

..fIS. = (O, 2) lub ..fIS. = (O, 5), czyli ..fIS. = 2i lub ..fIS. = 5i.

Wobec tego

-1 + 2i 1.
Xl =---= -- +z

2 2
lub

-1 + 5i 1 5.

X2 = 2 = -"2 + "2z.
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Jeszcze prosciej otrzymujemy rozwiazania wspomnianej

kongruencji x2 == 2 (mod3). Mamy tU'Xl = i, X2 = 2i.

Nasuwaja sie nastepujace pytania:

(1) Dla jakich liczb pierwszych p kongruencja

x2 == p-l (modp) nie zachodzi dla zadnego

calkowitego x?

(2) Czy dla dowolnej pary (a, O) istnieje taka para (x, y),

ze (x, y) . (x, y) = (a, O), to znaczy czy kazda liczbe

z Zp mozna pierwiastkowac w sensie "zespolonym"?

(3) Czy zachodzi Zasadnicze Twierdzenie Algebry
w tak okreslonym ciele Zp x Zp, to znaczy, czy

kazdy wielomian o wspólczynnikach calkowitych ma

"zespolone" miejsca zerowe (w sensie kongruencji)?

Ad (1). Postulowany warunek spelniaja liczby pierwsze p

postaci 4k + 3 i tylko takie (np. W. Sierpinski, Arytmetyka

teoretyczna, PWN, Warszawa 1969, str. 158).

Ad (2). Odpowiedz jest pozytywna (j.w.).

Ad (3). Odpowiedz jest negatywna. Na przyklad

kongruencja x3 - x + 1 == O (mod 3) nie ma rozwiazania

w Z3 x Z3. Przypuscmy bowiem, ze x = a + bi jest takim

rozwiazaniem. Wówczas

(a + bi)3 - (a + bi) + 1 == O (mod3).

Stad po przeksztalceniach otrzymujemy

(a3 - 3ab2 - a + 1) + (3a2b - b3 - b)i == O (mod3),

czyli

a3-a+1==0(mod3) i -b3-b==0(mod3).

Poniewaz a3 - a = a(a - l)(a + 1), wiec

a3 - a == O (mod3), bo sposród trzech kolejnych liczb

calkowitych jedna zawsze jest podzielna przez 3.

Stad a3 - a + 1 == l (mod 3). Proste uogólnienie tego

rozumowania wskazuje, ze w zadnym ciele skonczonym nie

zachodzi Zasadnicze Twierdzenie Algebry. Szkoda!

Witold BEDNAREK


