
Obrót na plaszczyznie Piotr SUL/CH

Jest to skrót jednej z dwóch prac

nagrodzonych srebrnymi medalami
na Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki w 2000 r. Kolejna

opublikujemy w nastepnym numerze.
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Obrót na plaszczyznie, który jest przeciez elementarnym przeksztalceniem,

mozna wykorzystac do rozwiazywania calkiem powaznych problemów.

O tym wlasnie traktowala moja praca. W pierwszej jej czesci zajalem sie

zastosowaniem obrotu w geometrii syntetycznej, dowodzac kilku twierdzen

dotyczacych nadbudowywania figur plaskich, w tym znane twierdzenie Van

Aubela. W drugiej czesci pokazalem zastosowanie obrotu w geometrii

analitycznej, przy udowadnianiu wlasnosci skladania obrotów oraz

do rozwiazywania zadan. Ponizej prezentuje skrót czesci pierwszej,

zlozony z pieciu twierdzen o nadbudowywaniu figur kwadratami.

Twierdzenie 1. Srodki kwadratów nadbudowanych na

bokach równolegloboku sa wierzcholkami kwadratu.

Dowód. Przez A, B, C i D oznaczmy wierzcholki rozwazanego

równolegloboku (rys. 1). Przez K, L, M i N oznaczmy srodki

kwadratów nadbudowanych odpowiednio na bokach AB, BC,

CD oraz AD. Mamy: 6KBL == 6MCL (cecha BKB; CL = BL,

KB = MC, LKBL = LMCL) oraz LBLC = 90° (kat miedzy

przekatnymi kwadratu). Z tych dwóch faktów wynika, ze

oioo (6MCL) = 6KBL.

A zatem ML = KL oraz ML jest prostopadle do KL. Widzimy

zatem, ze dowolne dwa kolejne boki czworokata KLM N sa równe
i prostopadle. Jest to wiec kwadrat.

Twierdzenie 2. Przekatne kwadratu, powstalego ze srodków

kwadratów nadbudowanych na bokach równolegloboku,

przecinaja sie w punkcie przeciecia jego przekatnych.

Dowód. Przez A, B, C i D oznaczmy wierzcholki rozwazanego

równolegloboku (rys. 2). Przez K, L, M i N oznaczmy srodki

kwadratów nadbudowanych odpowiednio na bokach AB, BC,

CD oraz AD. Jak wiemy, srodkiem symetrii równolegloboku

jest punkt przeciecia jego przekatnych. Oznaczmy ten punkt

dla równolegloboku ABCD przez S. Niech punkty P i R beda

srodkami odpowiednio boków AD i BC tego równolegloboku.

Odcinki N P i LR sa równe i odpowiednio prostopadle do

odcinków AD i BC, równiez odcinki PS i RS sa równe. Ponadto

LNPD = LLRC = 90° oraz LDPS = LBRS, bo trójkat BRS

jest obrazem trójkata DPS w symetrii srodkowej wzgledem S:

Ss(6DPS) = 6BRS, skad wynika, ze katy NPS i LRS sa równe.

A zatem 6N P S == 6LRS na podstawie cechy BKB (P S = RS,

NP = LR, LNPS = LLRS).

Zauwazmy, ze z równosci Ss(6NPS) = 6LRS, wynika, ze S nalezy do

odcinka NL. Analogicznie (przy uzyciu tego samego obrotu) otrzymujemy,

ze S nalezy do odcinka KM. Obie przekatne kwadratu KLMN przechodza

wiec przez punkt S, czyli przecinaja sie w punkcie przeciecia przekatnych
równolegloboku.

Twierdzenie 3. Jezeli na dowolnych dwóch bokach trójkata

nadbudujemy kwadraty, to odcinki laczace srodki tych kwadratów

ze srodkiem trzeciego boku trójkata sa równe i prostopadle.

Dowód. Nadbudujmy kwadraty na bokach AB i BC, ich srodki oznaczmy

odpowiednio przez K i L (rys. 3). Srodek odcinka CA oznaczmy przez S.

Niech Ss(B) = D. Wtedy ABCD jest równoleglobokiem. Punkt S jest

punktem przeciecia przekatnych tego równolegloboku. Wiec i przekatne

kwadratu utworzonego ze srodków kwadratów nadbudowanych na bokach
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tego równolegloboku przecinaja sie w punkcie S (na mocy

twierdzenia 2). Z tego, ze przekatne kwadratu sa równe

i sie polowia, wynika, iz SK = SLo Z tego, ze przekatne

kwadratu przecinaja sie pod katem prostym, otrzymujemy,

iz SK jest prostopadle do SL, bo SK i SL zawieraja sie

w przekatnych kwadratu utworzonego ze srodków kwadratów

nadbudowanych na bokach równolegloboku.

Twierdzenie 4. Odcinek laczacy srodki kwadratów,

nadbudowanych na dwóch dowolnych bokach trójkata,

jest przystajacy i prostopadly do odcinka laczacego

srodek kwadratu nadbudowanego na trzecim boku

z wierzcholkiem nie nalezacym do tego kwadratu.

Dowód. Przez A, B i C oznaczmy wierzcholki rozwazanego

trójkata (rys. 4). Niech P, Q i R beda srodkami kwadratów

nadbudowanych odpowiednio na bokach BC, CA oraz AB.

Przez S oznaczmy srodek boku CA. Na mocy twierdzenia 3

mamy, ze RS = SP oraz RSl..SP. Zauwazmy ze SQ = SC

oraz SQl..SC. Wiec O~oo(6RCS) = 6QPS. Wynika stad,

ze RC = QP oraz RCl..QP. Analogicznie (rozwazajac obroty

wzgledem srodków odcinków AB i BC) otrzymamy, ze

AP = RQ, AP l..RQ oraz BQ = P R, BQ l.. P R.

Twierdzenie 5 (Van Aubel). Odcinki laczace srodki

kwadratów nadbudowanych na przeciwleglych bokach

czworokata wypuklego sa równe i prostopadle.

Dowód. Oznaczmy wierzcholki rozwazanego czworokata

wypuklego przez A, B, C i D (rys. 5). Przez O, P, Q i R

oznaczmy srodki kwadratów nadbudowanych odpowiednio

na bokach AB, BC, CD i DA czworokata ABCD. Przez S

oznaczmy punkt bedacy srodkiem odcinka BD.

Na mocy twierdzenia 3 dla trójkata ABD otrzymujemy,

OS = RS i OSl..RS, a dla trójkata BCD otrzymujemy,

QS = PS i QSl..PS. Zatem 0~Oo(6SPR) = 6SQO.

Mamy wiec: P R = QO oraz P Rl..QO.
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Przy zmianie temperatury dlugosc wahadla wynosi

II = l (1 + a(t2 - td). Dlatego zmieni sie tez i okres

wahadla, o wielkosc

Rozwiazanie zadania F 544.
Przy prawidlowej pracy zegara wahadlo wykonuje N
wahan na dobel

n2 =
271"ro(1 + at2)

a zima

Rozwiazanie zadania F 543.
Liczba obrotów kola na drodze l wynosi

latem nI = l
271"ro (1 + atl)

Zatem róznica liczby obrotów wynosi

n2 _ nI = _1_ ( __ 1 1__ ) "" 9,5 obrotów.271"ro 1 + at2 1 + atl

Rozwiazanie zadania M 946.
Niech A' powstaje przez przesuniecie punktu A

o wektor prostopadly do rzeki, który ma

dlugosc równa szerokosci rzeki. Jesli zbudujemy

most M N, to aby dostac sie od A do B,

bedziemy musieli pokonac droge AM N B, która

ma dlugosc a + dlugosc lamanej A' N B. Dlugosc

lamanej A' N B jest najmniejsza, jesli N lezy na

odcinku A' B, czyli most nalezy zbudowac od Mo

do No (rysunek obok).
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