Obrét na ptlaszczyzZnie Piotr SULICH

Obrét na plaszczyinie, ktéry jest przeciez elementarnym przeksztalceniem,
Jest to skrét jednej z dwoch prac mozna wykorzysta¢ do rozwiazywania catkiem powaznych probleméw.

nagrodzonych srebrnymi medalami
na Konkursie Uczniowskich Prac

O tym wtlasnie traktowala moja praca. W pierwszej jej czesci zajatem sie

z Matematyki w 2000 r. Kolejna zastosowaniem obrotu w geometrii syntetycznej, dowodzac kilku twierdzeri
opublikujemy w nastepnym numerze. dotyczacych nadbudowywania figur plaskich, w tym znane twierdzenie Van
Aubela. W drugiej czesci pokazalem zastosowanie obrotu w geometrii
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analitycznej, przy udowadnianiu wlasnoéci skladania obrotéw oraz
do rozwigzywania zadan. Ponize]j prezentuje skrét czesci pierwszej,
zlozony z pieciu twierdzen o nadbudowywaniu figur kwadratami.

Twierdzenie 1. Srodki kwadratéw nadbudowanych na
bokach réwnolegloboku sa wierzcholkami kwadratu.

Dowdéd. Przez A, B, C'i D oznaczmy wierzcholki rozwazanego
réwnolegtoboku (rys. 1). Przez K, L, M i N oznaczmy $rodki
kwadratéw nadbudowanych odpowiednio na bokach AB, BC,

CD oraz AD. Mamy: AKBL = AMCL (cecha BKB; CL = BL,
KB =MC, (KBL = /MCL) oraz LBLC = 90° (kat miedzy
przekatnymi kwadratu). Z tych dwéch faktéw wynika, ze

0" (AMCL) = AKBL.

A zatem ML = KL oraz ML jest prostopadle do K L. Widzimy
zatem, ze dowolne dwa kolejne boki czworokata KLM N sa réwne
i prostopadte. Jest to wiec kwadrat.

Twierdzenie 2. Przekatne kwadratu, powstalego ze srodkéw
kwadratéw nadbudowanych na bokach réwnolegloboku,
przecinaja sie¢ w punkcie przeciecia jego przekatnych.

Dowdd. Przez A, B, C'i D oznaczmy wieracholki rozwazanego
réwnolegtoboku (rys. 2). Przez K, L, M i N oznaczmy érodki
kwadratéw nadbudowanych odpowiednio na bokach AB, BC,
CD oraz AD. Jak wiemy, $rodkiem symetrii réwnolegtoboku
jest punkt przeciecia jego przekatnych. Oznaczmy ten punkt

dla réwnolegtoboku ABCD przez S. Niech punkty P i R beda
srodkami odpowiednio bokéw AD i BC tego réwnolegloboku.
Odcinki NP i LR sa réwne i odpowiednio prostopadle do
odcinkéw AD i BC, réwniez odcinki PS i RS sa réwne. Ponadto
LNPD = /LRC = 90° oraz /DPS = /BRS, bo tréjkat BRS
jest obrazem tréjkata DPS w symetrii srodkowej wzgledem S:
Ss(ADPS) = ABRS, skad wynika, ze katy NPS i LRS sa réwne.
A zatem ANPS = ALRS na podstawie cechy BKB (PS = RS,
NP = LR, /NPS = /LRS).

Zauwazmy, ze z réwnosci Sg(ANPS) = ALRS, wynika, ze S nalezy do
odcinka N L. Analogicznie (przy uzyciu tego samego obrotu) otrzymujemy,
ze S nalezy do odcinka K M. Obie przekatne kwadratu K LM N przechodza
wigc przez punkt S, czyli przecinaja sie w punkcie przeciecia przekatnych
réwnolegltoboku.

Twierdzenie 3. Jezeli na dowolnych dwéch bokach tréjkata
nadbudujemy kwadraty, to odcinki Iaczace $rodki tych kwadratéw
ze Srodkiem trzeciego boku tréjkata sa réwne i prostopadle.

Dowdéd. Nadbudujmy kwadraty na bokach AB i BC, ich $rodki oznaczmy
odpowiednio przez K i L (rys. 3). Srodek odcinka C A oznaczmy przez S.
Niech Ss5(B) = D. Wtedy ABCD jest réwnoleglobokiem. Punkt S jest
punktem przeciecia przekatnych tego réwnolegloboku. Wiec i przekatne
kwadratu utworzonego ze srodkéw kwadratéw nadbudowanych na bokach
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Rozwigzanie zadania M 9486.

Niech A’ powstaje przez przesuniecie punktu A
o wektor prostopadly do rzeki, ktory ma
dlugosé réwna szerokosci rzeki. Jeéli zbudujemy
most M N, to aby dostaé sie od A do B,

bedziemy musieli pokonaé¢ droge AMN B, ktdra

ma dlugoéé a + dlugoéé lamanej A'N B. Dlugosé
lamanej A'N B jest najmniejsza, jesli N lezy na

odeinku A’ B, czyli most nalezy zbudowaé od My
do Ny (rysunek obok).
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tego réwnolegloboku przecinaja si¢ w punkcie S (na mocy
twierdzenia 2). Z tego, ze przekatne kwadratu sa réwne

i si¢ polowia, wynika, iz SK = SL. Z tego, ze przekatne
kwadratu przecinaja sie¢ pod katem prostym, otrzymujemy,
iz SK jest prostopadle do SL, bo SK i SL zawieraja sie

w przekatnych kwadratu utworzonego ze $rodkéw kwadratéw
nadbudowanych na bokach réwnolegloboku.

Twierdzenie 4. Odcinek laczacy $rodki kwadratéw,
nadbudowanych na dwdéch dowolnych bokach tréjkata,
jest przystajacy i prostopadly do odcinka taczacego
érodek kwadratu nadbudowanego na trzecim boku

z wierzchotkiem nie nalezacym do tego kwadratu.

Dowdd. Przez A, B i C oznaczmy wierzcholki rozwazanego
tréjkata (rys. 4). Niech P, @ i R beda $rodkami kwadratéw
nadbudowanych odpowiednio na bokach BC, C'A oraz AB.
Przez S oznaczmy érodek boku C'A. Na mocy twierdzenia 3
mamy, ze RS = SP oraz RS LSP. Zauwazmy ze SQ = SC
oraz SQLSC. Wiec 0¥’ (ARCS) = AQPS. Wynika stad,
7e RC = QP oraz RC' L QP. Analogicznie (rozwazajac obroty
wzgledem érodkéw odcinkéw AB i BC') otrzymamy, ze

AP = RQ, AP1RQ oraz BQ = PR, BQLPR.

Twierdzenie 5 (Van Aubel). Odcinki laczace srodki
kwadratéw nadbudowanych na przeciwleglych bokach
czworokata wypuklego sa réwne i prostopadte.

Dowdéd. Oznaczmy wierzchotki rozwazanego czworokata
wypuklego przez A, B, C'i D (rys. 5). Przez O, P, Qi R
oznaczmy $érodki kwadratéw nadbudowanych odpowiednio
na bokach AB, BC, CD i DA czworokata ABCD. Przez S
oznaczmy punkt bedacy $rodkiem odcinka BD.

Na mocy twierdzenia 3 dla tréjkata ABD otrzymujemy,
OS = RS i OSLRS, a dla tréjkata BC'D otrzymujemy,
QS = PS i QSLPS. Zatem O’ (ASPR) = ASQO.
Mamy wigc: PR = QO oraz PR1QO.
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