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Termin nadsylania rozwiazan:

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

31 V 2001 i w ktdrejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2001.

Zadania z matematyki nr 417, 418

Redaguje Marcin E. KUCZMA

417. Niech n bedzie ustalona dodatnia liczba calkowita. Znalezé¢ najwieksza mozliwa

2n
wartosé sumy E |w(i) — 4| dla permutacji m zbioru {1,2,3,...,2n}. Ile jest permutacji
- “:1 -

wyznaczajacych te maksymalng wartosé?

418. Dany jest okrag © o érodku O i promieniu r oraz dwa ustalone rézne punkty

A i B na tym okregu, w odleglosdci katowej |/ AOB| = ¢. Rozwazamy pary okregéw

stycznych wewnetrznie do okregu @ w punktach A i B oraz wzajemnie stycznych

zewnetrznie. Punkty ich stycznosci zewnetrznej tworza tuk krzywej. Obliczyé dlugodé

tego tuku.

Zadanie 418 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krosna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 11/2000

Przypominamy tresé¢ zadan:
409. Z dwdch tysigey klockéw o rozmiarach 2 x 2 x 1 zbudowano 410. Wyznaczy¢ wszystkie liceby naturalne n, dla ktérych istnieja
szedcian o krawedzi dlugosci 20. Dowiesé, e istnieje prosta liczby rzeczywiste x1, x2, ..., , spelniajace warunki: |z;| <1 dla
przecinajaca wnetrze tego szedcianu, ale nie przecinajaca wnetrza 1=1,2,....,5 .'i.';f t+ x5 4.+ .l.'?, =0; z1+x2+...4+xTp =n/3.

zadnego klocka.

-

e

(Rozwigzanie zadania 9a ze str. 7)

Rysunek 2.

409. Na kazdej $cianie szescianu jest 19% = 361 wewnetrznych punktéw kratowych, tzn.
punktéw potozonych w odlegtosciach calkowitych dodatnich od bokéw Sciany. Istnieje
wiec 3 - 361 = 1083 prostych réwnolegltych do krawedzi szescianu i przechodzacych
przez wspomniane punkty kratowe.

Niech ¢ bedzie jedna z tych prostych. Moze ona przecinaé wnetrze tylko takiego
klocka K, ktérego Scianki 2 x 2 sa do niej prostopadle (trafiajac w srodki tych
écianek). Wybierzmy jedna z czterech krawedzi szedcianu réwnoleglych do prostej £
i nazwijmy ja k.

WeZmy pod uwage prostopadloscian P (rys.), ktérego jedna krawedzia jest k, jedna
krawedzia jest odcinek prostej ¢, a cztery Sciany P sa zawarte w $cianach szeécianu.

Jesli prosta ¢ przecina wnetrze klocka K, to czedé wspdlna K N P jest szescianikiem

o objetosci 1. Jesli K' jest klockiem nie przeklutym przez prosta £, to zbiér K' N P ma
objetosé 4, 2 lub 0. Objetos$é prostopadloécianu P jest liczba parzysta; zatem prosta £
przecina wnetrza parzystej liczby klockéw. To znaczy, ze albo nie przecina zadnego,
albo co najmniej dwa. Wséréd rozwazanych 1083 prostych jest wobec tego nie wiecej niz
1000 prostych, ktére przecinaja wnetrze jakiego$ klocka. Stad teza.

410. Zalézmy, ze liczby w1, x2, ..., T, spelniaja postulowane warunki. Wéwczas
T

0< ) (@i+1)(2z:—1)° = > (42} -3z +1) =0,
i=1 i=1
wigc kazda z liczb x; jest réwna —1 lub 1/2. Przyjmijmy, ze —1 wystepuje k razy, a 1/2
wystepuje n—k razy. Kazdy z warunkéw ) z; = n/3 oraz 5 z7 = 0 sprowadza sie do
réwnosci n = 9k.

Whiosek: liczba n musi dzieli¢ si¢ przez 9. Na odwrét, jedli n jest liczba podzielna
przez 9, to podane warunki sa spelnione przez ciag z1, 2, ..., Tn, w ktérym jest n/9
wyrazow réwnych —1, a pozostale s réwne 1/2.
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Zadania z fizyki nr 314, 315
Redaguje Jerzy B. BROJAN

314. Kula naladowana powierzchniowo stala gestodcia tadunku sklada sie z dwdch
zetknietych pétkul o tej samej masie. W wyniku wzajemnego odpychania péltkule
zaczely sie poruszaé i oddalily sie na bardzo duza odlegtosé (ruch zachodzi bez
oporéw). W ktérym przypadku predkosdé uzyskana przez pétkule bedzie wigksza: gdy

sa przewodzace, czy gdy sa nieprzewodzace?

Termin nadsylania rozwiazai:

31 V 2001 315. Manily do dyspozycji .dowolne l:.lpl:ll'l’llk_l oraz 4{]!55"(?%)" e n
dowolna liczbe idealnych diod o napieciu progowym 1 V : : !
(tzn. nie przewodzacych pradu przy nizszym napieciu, | i i
sk L SaaRwe] a przewodzacych dowolnie duzy prad przy napigciu 0p---- it ek
e x ¥ ¢ sin i, A N N LWL
Klub 44 F minimalnie wiekszym). Zaprojektowaé jak najprostszy 25 : : : :
po uwzglednieniu ocen rozwiazan obwdéd o dwéch wyjsciach, ktérego charakterystyka 20---- D R CEEPE
« ane i . ; ' I I I
zadan 302 (WT=2,84) i 303 (WT'=3,01) pradowo-napieciowa jest dana na przedstawionym 1] S SRR SR PR
ERAREEEIE 4000 wykresie (rys. 1). T3 TP TR - Al SRR
Jarostaw Lazuka — Warszawa 46,36 I | 1 .
Marek Wéjcicki ~ Saczecin 37,47 i H i 2 3 Bifmmm il on e na
e as =i il . ason Poza konkurse.m. Czy'lstmaloby rozwiazanie, gd;)lzby ’ ' : : \ U (\i}
Andrzej Nowogrodzki Chociandw 33,66 punkt. lamanej (8] WSpOh’Zanych (2; 35) przesungc w gore 0.5 1 1.5 2 -
Andreej Idzik — Boleslawiec 33,58 o a - . . i@ E c
Tomasz Rudny  Warisawa 3520 do (2;50)7 (Autorowi nie udalo sig ani znalezé tego
rozwiazania, ani udowodnié, ze nie istnieje.) Rys. 1
Pan Lazuka zaliczyl 44 punkty po raz
trzeci, zostajac dsmym Weteranem . . " . . .
Zwlgzania z izyki z numer 0
Kluba 44 F. Rozwig adan z fizy ru 11/200
Przypominamy tre$é¢ zadan:
306. Jaka minimalng sila trzeba dziala¢ na klocek o ciezarze P, aby ruszy¢ go z miejsca
(zob. rys. 2), jeéli wspélczynnik tarcia miedzy klockiem a podlozem jest réwny i3
307. Dwie jednakowe cewki, kondensator i zaréweczke zestawiono w obwdéd (rys. 3) i podlaczono do
srédla napiecia przemiennego. W ponizszych zdaniach wybraé¢ wladciwe wersje wyrazdw w nawiasach
i uzasadnié. Opdr uzwojen cewek mozna pominaé. :
Gdy zwroty nawiniecia obu cewek byly zgodne, okazalo sig, ze podezas przesuwania jednej cewki
wzgledem drugiej przy pewnej szezegdluej ich odlegloécei zaréweczka Swieci sig (silniej/stabiej), niz
przy innych sasiednich polozeniach. Gdy jedna z cewek odwrécono, tak ze zwrot jej nawinigcia
byl przeciwny wzgledem drugiej, réwniez wystapila taka szczegdlna odleglodé cewek, dla ktérej
zardweczka swiecila sie (silniej/stabiej). Gdy zwiekszono pojemnoéé kondensatora i ponownie
Rys. 2 poszukano obu tych szezegdlnych przypadkéw, okazalo sie, Ze pierwszy z nich wystepuje przy
(wigkszej/mniejszej) odleglosci cewek niz poprzednio, a drugi przy ( wickszej/mniejszej).
o 306. Oznaczmy sile dzialajaca na klocek przez F, a kat miedzy jej kierunkiem
TG a poziomem przez o. Sita nacisku klocka na podloze wynosi P — F'sina, czyli
maksymalna wartoécia sity tarcia jest f(P — Fsina). W chwili ruszenia klocka sita ta
“' réwna sig poziomej sktadowe]j sily F', a stad
Bf
|~ g B e s
Rys. 3 cosa+ fsina

Maksymalna wartoéé mianownika znajdziemy, przyréwnujac jego pochodna
wezgledem o do zera. Otrzymujemy tga = f, czyli

307. Zauwazmy na wstepie, ze opér R zaréweczki

dodaje sie do impedancji reszty obwodu Z wg wzoru
Zeatk = VR? + Z2, a wiec szukajac polozenia, w ktérym
zaréweczka $wieci sie najsilniej (ew. najstabiej), mozna
ten opér pominaé. WprowadZzmy oznaczenia: indukcyjnodé
cewki L, wspolczynnik indukeji wzajemnej cewek M
(dodatni dla zgodnego nawiniecia), amplituda napiecia U
#rédla, czestosé w = 2r f, amplituda pradu I plynacego
przez prawa cewke, amplituda pradu I> plynacego przez
kondensator. Ze wzgledu na pominiecie oporu jedyna
mozliwa wartoscia przesuniecia fazy miedzy pradami

lub tez miedzy napieciami jest m, co w razie potrzeby
uwzglednimy, przypisujac jednej z amplitud znak ujemny.
Z praw Kirchhoffa wynikaja réwnania

I
hLw+ (I + L)Mw = -C—i’-,
L= (Il + Iz)Lw+Ile - &
Cw
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Rozwiazujac je, znajdujemy amplitude pradu plynacego
przez zaréweczke

Fmin:

U Lw — (1/Cw)
(L-—M)w—(2/Cw) (L+M)w

Zmiana odleglosci miedzy cewkami wplywa tylko na
wspotezynnik indukeji wzajemnej M. Widzimy, ze rezonans
— nieskoriczona wartoéé I + I» (w praktyce ograniczona
przez opér zaréweczki) — wystepuje dla My = L — 2/Cuw?,
natomiast drugi przypadek M = —L odpowiada
maksymalnemu sprzezeniu, ktére wymagaloby osadzenia
obu cewek na wspélnym rdzeniu, co nie jest zgodne

z opisem zadania. Minimalna warto$¢ Iy + I» wystepuje
dla M, = —l/C‘wz; poniewaz Mz < 0, wiec zgodnoéé

z podanymi w tredci zadania obserwacjami wymaga, aby
M; > 0. Zwiekszenie wartosci C' oznacza zwigkszenie M
(rezonans wystapi przy mniejszej odlegtodci cewek)

i zmniejszenie | Mz| (wieksza odleglosé).

L+ 1=



