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Rys. 2. Réwnanie czasu.
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Réwnanie czasu mozna na kazdy dzienl obliczy¢, jest tez stablicowane

w rocznikach astronomicznych (rys. 2). Przyjmuje ono wartos¢ zerowa
tylko cztery razy w roku: 16 IV, 14 VI, 1 IX i 24 XII - wtedy slonce
$rednie i prawdziwe pokrywaja sie. Wykreslenie podzialki zegara

w tych dniach zagwarantuje nam, ze bedzie to podziatka ,sSrednia”,
najodpowiedniejsza na caly rok. Wartosci maksymalne (wynoszace
okolo kwadransa) réwnanie czasu osiaga dwa razy w roku (12 IT i 3 XI).
Tak wiec zegary sloneczne ,chodza” dos¢ kiepsko, niekiedy z bledem
wynoszacym nawet kwadrans, nic wiec dziwnego, ze juz od dawna stuza
jedynie do ozdoby parkéw i placéw.

Malqg Delte przygotowat Tomasz KWAST

Hipoteza, twierdzenie, dowéd, kontrprzyktad
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Rys. 2. W=6,B=8 P=9.

Kolejnodé wedlug latwosci dostepu; prazy

okazji: to, co najlatwiej znaleié, jest

najbardziej szkicowe — dokladny dowdéd

jest podany w ostatniej notce.

e H. Steinhaus, Kalejdoskop
matematyczny, np. WSiP 1989,

rozds.

IV, pkt. 107;

o H.5.M. Coxeter, Wstep do geometrii
daumej i nowej, PWN, np. 1967,

rozdz.

13, par. 13.5;

e Delta 4/1993, str. 11.

Tym, ktérych gniewa, iz nie sa to
odsylacze internetowe, przypominam, ze
wszystko, co moga znaleZé w internecie,
jest mniej lub bardziej starannie
przepisane przez webmasterow

(i wspétpracujacych z nimi maszynistéw)
ze Zrodel tradycyjnych.

Marek KORDOS

Tytut tej notatki to zart opisujacy tok pracy matematyka. Oczywiscie

w rzeczywistodci raczej rzadko sie zdarza, aby matematyk jaka$ hipoteze (a wiec
przypuszczenie) oglaszal jako twierdzenie (a wiec sad prawdziwy), a potem
dopiero znajdowat jego dowéd, by po opublikowaniu go znalez¢ kontrprzyktad
(czyli przyklad te hipoteze obalajacy, a wiec przeczacy twierdzeniu). Zazwyczaj
majac hipoteze, poszukujemy albo dowodu, albo kontrprzykladu. I w zasadzie
zawsze (wczeéniej lub pézniej) znajduje sig albo jedno, albo drugie, a bywa i tak,
ze dowodzimy, iz hipoteza rozstrzygnaé sie nigdy nie da. Oto dwa przyklady, na
ktérych mozna to sobie przec¢wiczy¢.

Wielokaty na kracie

Pewnego dnia pod koniec XIX wieku matematyk (austriacki, ale przez
przewazajaca cze$¢ zycia pracujacy w czeskiej Pradze) Georg Pick wpadl na
pomysl, ze pole kazdego wielokata (narysowanego w ukladzie wspétrzednych)

o wierzchotkach w punktach kratowych (czyli o obu wspélrzednych catkowitych)
da sie opisa¢ za pomoca wyrazenia stopnia pierwszego wzgledem liczby W
punktéw kratowych lezacych wewnatrz tego wielokata i wzgledem liczby B
punktéw kratowych lezacych na brzegu tego wielokata. A zatem pole P dane
jest wzorem

(%) kW + 1B + m,
dla pewnych stalych k, [, m.

Gdyby tak rzeczywiécie bylo, to stale te mozna bez trudu znalez¢: trzy wielokaty
przedstawione na rysunku 1 daja uklad trzech réwnan

k-0 + [-4 + m = 1,
E-0 + 1-6 + m = 2
k-1 + -8 4+ m = 4,
majacy rozwigzanie k = 1, = 1, m = —1. Zatem wzér mialby (ewentualnie)

postaé
1
P=W+ §B - 1.

To byta hipoteza Picka. Mégt dla niej szuka¢ dowodu, albo kontrprzykladu.
Wybral to pierwsze i udalo mu sie: w 1899 ukazala si¢ praca Geometrisches zur
Zahlenlehre, w ktérej ten dowéd sie znajdowal. Nie bede go tu przedstawial,
tylko zaproponuje wykonanie go samemu lub znalezienie go w jednym ze
wskazanych obok miejsc (badz tez w dowolnym innym miejscu).

Obejrzyjmy teraz podobna hipoteze na podobny temat. Punktami kratowymi
niekoniecznie musza byé punkty siatki kwadratowej. Latwo wyobrazi¢ sobie
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Rys. 4

Rys. 5

Figura wypukla to taka, ktéra wraz z
kazdymi dwoma punktami zawiera caly
taczacy je odcinek.

siatke z tréjkatéw réwnobocznych i jej punkty kratowe. Postawmy tutaj
hipoteze analogiczna do hipotezy Picka, czyli ze pole wielokata o wierzchotkach
w punktach kratowych dane jest wzorem (), o ile przyjmiemy, ze pole
najmniejszego tréjkata tej siatki jest rowne 1. OczywiScie wspétezynniki w takim
wzorze powinny by¢ inne.

Z rysunku 3 mozemy uzyska¢ uktad réwnan

k-0 + 13 + m = 1,
k-0 + 14 + m = 2
k-1 + 16 + m = 6,
majacy rozwiazanie k = 2, [ = 1, m = —2. Zatem wzdér tym razem mialby

(ewentualnie) postac

P=2W+B-2.
Mozna go sprawdzi¢ na bardziej skomplikowanym przykladzie (rys. 4).
Wychodzi 2 -5 + 18 — 2 = 26, co zgadza si¢ (czy na pewno?) z sytuacja na
rysunku. Tylko, ze to o niczym nie $wiadczy. Co najwyzej przemawia za tym,
by poszukiwaé raczej dowodu niz kontrprzykladu (choé pozory czasem myla).
A wiec do roboty!

Gdybysmy sprébowali dostosowaé twierdzenie Picka do siatki szedciokatnej, to
szybko okazaloby sie, ze jest to niemozliwe. Rysunek 5 pokazuje dwie figury,
dla ktérych wzér (%) daje sprzeczne informacje o wspélezynniku ! (prawda?).
Istnieje kontrprzyklad, a wiec zaleznos¢ miedzy polem wielokata kratowego

a punktami kratowymi musi by¢ bardziej skomplikowana.

A jak jest z uogélnieniem twierdzenia Picka na siatki przestrzenne (choéby na
siatke szeScienng)?

Cieciwy figur wypuklych
Teraz bedzie o nowszych sprawach. Prosze poszukaé¢ dowodu lub kontrprzykladu
dla nastepujacej hipotezy (rys. 6):

jezeli w figurze (plaskiej) wypuklej kazde dwie réwnolegle cieciwy,
przechodzace odpowiednio przez pewien punkt P; i pewien punkt
Ps, sa tej samej dhugosci, to figura ma Srodek symetrii.

Tym, ktérzy wybrali dowdd, jako ewentualna pomoc moze postuzyé fakt,
ze wtedy Srodkiem symetrii bylby zapewne érodek odcinka P; Ps.

Druga hipoteza zostala postawiona i udowodniona przez angielskiego (a moze
szkockiego, bo z St. Andrews) matematyka, Kennetha Falconera, w 1983 roku:

jesli dla kazdego kierunku znamy dlugoéé cieciwy przechodzacej
przez punkt P i znamy (niekoniecznie taka sama) dlugo$é cieciwy
przechodzacej przez punkt @, to znamy tym samym figure
wypukla, ktérej sa to cieciwy.

To niestaranne sformulowanie mozna sprecyzowa¢ tak. Dana jest figura
wypukla F. Dla dowolnego punktu P, lezacego wewnatrz tej figury, funkcja fp
kazdemu kierunkowi przyporzadkowuje dlugoéé cieciwy figury F przechodzacej
przez P i majacej ten kierunek. W ten sam sposéb dla innego punktu @
okreslamy funkcje fo. Twierdzenie Falconera orzeka, iz F' jest jednoznacznie
okreslona przez te dwie funkcje, czyli kazda inna figura wypukla wyznacza
przynajmniej jedna funkcje inna.

Oczywiscie, jeden punkt i jedna funkcja nie wystarcza do jednoznacznego
wyznaczenia figury. Kontrprzyktad dla przeciwnej hipotezy stanowi dowolna
figura wypukla F' i punkt P nie bedacy jej srodkiem symetrii: obraz
symetryczny F' wzgledem P ma taka sama funkcje fp (rys. 7).

Natomiast pomyst, ze jedna funkcja fp wyznacza figure wypukla z dokladnoscia
do przystawania, ma ciagle (o ile mi wiadomo) status hipotezy. Moze wiec kto$
z Czytelnikéw z tym sie upora.
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