Dlaczego na podium sg zawsze trzy miejsca?
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Calkiem czesto zdarza sie w sporcie nastepujaca sytuacja: kilka druzyn rozgrywa
turniej metoda ,kazdy z kazdym”. I wéwczas pojawia si¢ klopot: oto z grupy
eliminacyjnej awansuje jedna druzyna, a tymczasem tabelka z wynikami meczéw
wyglada nastepujaco:

A X

B 0 X

(&4 1 0 X

A B G

czyli B przegrala z A, a C wygrala z A i przegrala z B. W takiej sytuacji
trudno jest wskazaé te druzyne, ktéra powinna awansowaé, bo jakkolwiek bysmy
ja wybrali, wéréd tych nie awansujacych jest druzyna jednoznacznie od niej
lepsza. Rézne sa sposoby wybrniecia z takiego klopotu. Czasem rozpatruje si¢
liczbe zdobytych bramek, czasem liczbe straconych, czasem réznice miedzy tymi
liczbami; w odwodzie jest jeszcze zawsze wyjécie ostateczne: losowanie.

Wyobrazmy sobie, ze chcemy z kilku graczy, po rozegraniu turnieju, znowu
metoda ,kazdy z kazdym”, wyloni¢ dwéch najlepszych. Czy moze sie trafi¢
podobny problem jak poprzednio: niezaleznie od wyboru zwycigzcéw, jest wsréd
pozostatych taki pechowiec, ktéry z nimi oboma wygral? (Stowo pechowiec

jest w takiej sytuacji chyba catkowicie usprawiedliwione: wygral z dwoma
najlepszymi, a sam nagrody nie dostal.) '

A gdybyémy mieli wybraé trzech zwycigzcéw? Albo, ogélnie, k najlepszych?

Zeby dokladnie zrozumieé, o co pytamy, uméwmy sie, ze wyniki turnieju
rozegranego przez n > 1 graczy Aj, As, ..., A, zapisujemy w postaci tabelki
podobnej, jak poprzednio, gdzie kropki oznaczaja 0 lub 1.

A] X
A2 d X

A, . . X

Ay A jim AAg

To, co nam wyszlo, matematycy nazywaja turniejem: jest to zbiér (zawsze
skoriczony) {A;, Aa,...,A,} elementéw zwanych graczami, oraz relacja
zwyciezania miedzy graczami spelniajaca warunki: zaden gracz nie jest w relacji
z samym soba, a dla dowolnych dwéch réznych graczy A, B dokladnie jeden

z nich zwycieza drugiego. Wlasnie ta relacja jest opisana nasza tabelka.

1 w j-tym wierszu i i-tej kolumnie oznacza, ze gracz A; zwycieza gracza A;,

a 0 w tym samym miejscu oznacza, ze gracz A; zwycieza gracza A;.

Méwimy, ze turniej 7' ma wlasnos¢ Wy, gdy dla kazdego podzbioru k jego graczy
istnieje inny gracz, ktéry zwycieza kazdego w tym k-elementowym podzbiorze.
Nasz turniej z druzynami A, B i C' ma wlasnos¢ Wi.

Chcemy wiedzieé, czy dla kazdego naturalnego k istnieje turniej o wlasnosci Wi.
Jest to pytanie, ktére w 1962 roku zadal sobie Kurt Schiitte. Znalaz} on, oprécz
przykladu turnieju o wlasnosci W, takze turniej, majacy wlasnos¢ Wa, na
pytanie w calej ogélnosci jednak nie umial odpowiedzie¢. Zapytal wigc o to
Paula Erdésa.

Jeszcze tego samego dnia Erd6s znal juz rozwiazanie: tak, takie turnieje istnieja.
Jego dowéd byl niezwykle pomystowy i elegancki: jezeli wyjsciowa liczba graczy
jest dostatecznie duza (w zaleznosci od wybranego k), a wyniki gier ustalane
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losowo (np. przez rzut symetryczna moneta), to szansa, ze tak powstaly
turniej ma wtasnos¢ Wy, jest dodatnia. Wynika z tego, ze mozna tak dobraé
wyniki gier, aby turniej mial te wlasno$é, bo gdyby to bylo niemozliwe, to
prawdopodobienstwo wylosowania takiego turnieju byloby oczywiscie 0. Dowéd
jest kréciutki, a rachunki nietrudne.

Niech n bedzie liczba graczy w turnieju. Jak powiedzielismy,
wyniki losujemy, rzucajac symetryczna moneta, a rzuty

sg dla réznych gier niezalezne. Bedziemy szacowaé
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowany tym sposobem
turniej nie ma wlasnosci Wy. Po pierwsze, dla dowolnych,

ale ustalonych k graczy zdarzenie polegajace na tym,

ze pewien ustalony gracz spoéréd pozostalych nie wygra

ze wszystkimi k poprzednimi, ma prawdopodobieristwo

1 — 2%, Poniewaz wszystkie zdarzenia tej postaci, rézniace

sie wyborem tego dodatkowego gracza, sa niezalezne, wiec
prawdopodobienistwo zdarzenia, ze tych ustalonych k graczy nie
zostanie pokonanych przez zZadnego z graczy pozostalych, jest
iloczynem prawdpodobieristw i wynosi (1 — 2~ F)"=% W koficu,

zdarzenie, ze wylosowany turniej nie ma wlasnodci Wy, jest
suma wszystkich zdarzen, ze jakiché k graczy nie zostalo
jednoczesnie pokonanych przez jednego gracza. Poniewaz zawsze
prawdopodobienstwo sumy zdarzen nie jest wieksze niz suma ich
prawdopodobienistw

P(A1U...UAR) <P(A1)+... +P(An),

to prawdopodobienstwo, ze wylosowany turniej nie ma
wlasnosci Wy, nie przekracza (:‘1)(1 —2=Fkyn—k_ Jak latwo
sprawdzi¢ (np. uzywajac kryterium d’Alemberta), ten
ostatni ciag jest zbiezny do 0 przy n — oo, a co za tym idzie,
dla duzych n prawdopodobienstwo wylosowania turnieju

o wlasnosci W}, jest dodatnie.

Czy to juz pelnia szczescia? Nie calkiem. Ludzie maja to do siebie, ze zwykle
nie zadowalaja si¢ swiadomoscia, ze cos jest, tylko chca to zobaczyé. A tego
pragnienia dow6d Erddsa nie realizuje. Oczywiscie, mozna wziaé¢ niezbedna

[#] oznacza najmniejsza liczbe caltkowita
nie mniejsza od =.

| =] oznacza najwieksza liczbe calkowita
nie wigksza od x.

liczbg graczy i rzuca¢ moneta w celu ustalenia wynikéw gier. Okazuje sie,

ze w dowodzie Erd8sa wystarcza [2*k(kIn2+21n k)] graczy, co dla k = 3 wynosi
103, wiec trzeba wykon
ze powstaly turniej bedzie mial wlasnos¢ Ws. Jednak sprawdzenie, czy jest tak

(123) = 5253 rzuty. Mamy woéwczas spora szanse,

na pewno, jest nieslychanie pracochlonne (a mozna przeciez tez mieé¢ pecha
w losowaniu. . . ). Samych tréjlementowych zbioréw graczy jest (103) = 176 851.
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Losowanie i sprawdzanie mozna wprawdzie powierzy¢ komputerowi, ale dla k = 4
nawet on bedzie w opalach, a dla k = 5 nie da juz sobie rady.

Niewierni Tomasze matematyki szukali wiec metody, by takie turnieje
konstruowaé raczej, niz tylko dowodzi¢ ich istnienia. Taka wlasnie konstrukcja
zostala znaleziona przez Ronalda Grahama i Joela Spencera w 1971 roku.
Niestety, zatracila ona calkowicie elementarnoéé dowodu Erdésa. Dogé
powiedzieé, ze twierdzen niezbednych do udowodnienia, iz konstruowane turnieje
maja istotnie wlasnoéé Wy, nie zna nawet wiekszoéé zawodowych matematykéw,

tak sg specjalistyczne.

Autor tego artykutu znalazt jednak niedawno calkiem prosta konstrukcje
turniejéw o wlasnosci Wy, ktéra zaraz tu opiszemy.

Zauwazmy, ze dla tego celu wystarczy podaé operacje, ktéra dany turniej T

o wlasnoéci Wy, przeksztalci w nowy turniej 7" o wlasnodci Wy, gdzie k' > k.
Wtedy, zaczynajac od jakiego$ ustalonego turnieju 7' o wlasnosci, powiedzmy,
W, turnieje T, T', T, T", ... beda mialy wlasnoéé Wy, z coraz to wiekszym k.
Kontynujac ten ciag dostatecznie daleko, mozna wtedy uzyskaé turniej

z wlasnoscia Wy, dla dowolnie duzego k.

Teraz opiszemy taka metode przerébki turnieju T'. Zawodnikami turnieju 7"

beda uporzadkowane druzyny, kazda skladajaca sie z 3 graczy turnieju 7.

Uporzadkowanie oznacza, ze kolejnoé¢ graczy w druzynie jest istotna, np. na

nasze potrzeby druzyny (A, B,C) i (C, B, A) beda rézne. Mecz takich druzyn

odbywa sie¢ nastepujaco:

e Pierwszy gracz pierwszej druzyny gra z pierwszym graczem drugiej druzyny.

e Drugi gracz pierwszej druzyny gra z drugim graczem drugiej druzyny.

¢ Trzeci gracz pierwszej druzyny gra z trzecim graczem drugiej druzyny.

e Wyniki gier brane sa z turnieju 7', a wygrywa ta druzyna, ktéra ma wiecej
zwyciestw indywidualnych.

Te zasady nie wystarczaja do rozstrzygniecia kazdego meczu. Na przyklad nie
wiadomo, jaki powinien by¢ wynik spotkania druzyn (A4, B,C) i (B, 4, C).
Okazuje si¢ jednak, ze niezaleznie od tego, jak potraktujemy takie watpliwe
przypadki, jesli tylko turniej T' ma wlasnosé Wy, z k > 1, to turniej 7’ ma
wlasnosé¢ Wy, gdzie k' = |3k/2] > k.
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Nalezy tu wspomnieé o liczbie

graczy, ktéra jest niezbedna dla
uzyskania wlasnosci Wj,. Okazuje sie,

ze niekonstruktywny dowéd Erdésa jest
najoszczedniejszy, dowdd przedstawiony
w tym artykule jest najrozrzutniejszy, zas
konstrukcja Grahama i Spencera lokuje
sie pofrodku.

Osobom zainteresowanym innymi
niekonstruktywnymi dowodami istnienia
skonczonych obiektéw mozna polecié
ksiazke Zbigniewa Palki i Andrzeja
Ruciniskiego Niekonstruktyune metody
matematyki dyskretnej, WNT 1996.

Rysunek 1.
(Rozwigzanie zadania 1 ze str. 7)

Przekonajmy sie o tym. Niech wiec (A1, By, C1), ..., (A|3k/2), Blak/2)> Cl3k/2))
beda dowolnymi druzynami w turnieju 7”. Zbiory

{AlaAi'h“ -1Ak};

{Blk/2)+1s Blk/2j+21-- - Biar/2 1
{C1,C2,...,Clks2) Crs1, Crs2s -+ -, Claks2y }
sktadaja sie z co najwyzej k graczy kazdy. Istnieja wiec gracze A, B',C",
wygrywajacy ze wszystkimi graczami z odpowiednich zbioréw. Jak latwo
sprawdzi¢, zespét (A’, B',C’) wygrywa mecz z kazda z wyjsciowych druzyn,
bo uzyskuje zawsze co najmniej dwa zwyciestwa indywidualne. I to juz koniec
dowodu poprawnoéci naszej konstrukeji. Twierdzenie Erdésa zostalo wykazane.

Ale, ale: dlaczego podium ma zawsze trzy miejsca? To calkiem proste:
najmniejszy turniej, ktéry ma wlasnoéé W, liczy tylko 7 graczy (wiedzial to
juz Schiitte), czyli przy dwumiejscowym podium w wielu ligach moglyby sie
zdarzaé fatalne sytuacje, ze pogromca wszystkich medalistéw sam medalu

nie ma. Tymczasem, jak wykazali Esther i George Szekeres, kazdy turniej

o wlasnoéci W3 liczy¢ musi co najmniej 19 graczy (i tylu ich wystarcza). Teraz
wszystko jest jasne: oto dlaczego na podium sa zawsze trzy miejsca, a ligi

we wszelkich dyscyplinach licza na ogdl nie wiecej niz 18 zespoléw!

Redaguje Eukasz WIECHECKI

Pamietacie zapewne zadanie pod tytulem ,Jedzie Arab na wielbladzie przez
pustynie, chce dotrzeé na impreze do najblizszej oazy, ale przedtem chce jeszcze
umy¢ zeby w rzece. Jaka droge ma obraé, zeby bylo najkrécej?”. Typowe
zadanko do zablyéniecia na szkolnym party. W tym miesiacu wiecej materialu
do zaimponowania tadnym kolezankom z klasy!

M 946. Na plaszczyznie dane sa dwa miasta A i B, ktdre leza po réznych
stronach rzeki o szerokosci a (linie brzegowe sa prostymi réwnoleglymi). Gdzie
trzeba wybudowaé most (prostopadty do linii brzegowych), aby droga od A do
B przez ten most byla najkrétsza (rysunek obok)?

Rozwiazanie na str. 13

M 947. Wykazaé, ze dowolny czworokat wpisany w kwadrat PQRS o boku 1
(po jednym wierzcholtku na kazdym boku) ma obwéd nie mniejszy niz 2v/2.
Rozwiazanie na str. 7

M 948. Wewnatrz tréjkata ABC dane sa dwa rézne punkty M i N. Znalezé
najkrétsza droge od M do N, ktéra ma wspélne punkty kolejno z bokami AB,
BC'1i AC.

Rozwigzanie na str. 16

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 543. Promien ry kola lokomotywy jest réwny 1 m w temperaturze ¢, = 0°C.
Wyznaczyé réznice w liczbie obrotéw kola latem w temperaturze t; = 25°C

i zima w temperaturze to = —25°C na drodze | = 1000 km (wspdlczynnik
rozszerzalnoéci cieplnej a = 1,2 - 107° /K).

Rozwiazanie na str. 13

F 544. O ile op67ni sie na dobe zegar écienny, ktéry zostal wyregulowany

w temperaturze t; = 15°C, jesli umieéci¢ go w pokoju o temperaturze t; = 30°C.
Wahadlo zegara ma dlugo$¢ I = 0,5 m (w temperaturze ¢y) i wykonane jest

z mosigdzu (a = 2- 1075 /K).

Rozwiazanie na str. 13
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