Zbieznos¢ ciggéow danych przez relacje
Cristinel MORTICI

Zajmowad sie bedziemy ciagami (z,),en danymi przez zaleznoéé
f(zn) =an, dla neN,

gdzie f to pewna funkcja odwracalna, natomiast (a,) to jakié ciag. Zauwazmy,
ze w ogdlnej sytuacji nie potrafimy bezposrednio wyliczy¢ wyrazéw ciagu z,,,

a nawet jesli potrafimy, to i tak zazwyczaj nie mamy na to ochoty. Do badania
zbieznodci ciagu z,, a takze tempa tej zbieznosci wcale nie musimy jednak ciggu
x,, wylicza¢. Wystarczy, ze skorzystamy z nastepujacego stwierdzenia:

Jezeli f 1 f~1 sq funkcjami cigglymi, a cigg a,, jest zbiezny do a, to cigg z,, jest
zbiezny do 1 = f~1(a). Jedli ponadto f ma ciggtq pochodng oraz f'(l) jest rézne
od zera, to tempo zbieznosci ciggu x, okresla wzor

lim Tn—l £ _1._

n—0o0 (y — a4 f" (I )
Widaé, ze to prawda. Przejdzmy zatem do przykladéw.

ZADANIE 1. Wykaz, ze ciag z,, dany przez relacje
1
Ty +nz,=1+=, dla n>1
T
jest zbieiny do 1 oraz lim n(z, — 1) = 3.
n—00

Rozwigzanie. Funkcja f: (0,00) — R, f(z) = z + Inz jest ciéle rosnaca
i rézniczkowalna, wiec mamy

lim oy = lim f! (1 + i—) = f~H1y=1i
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ZADANIE 2. Wykas, ze ciag ,, okreélony przez relacje

1
;——l—arctgmn:n, dla neN

k)

jest zbiezny do zera oraz lim nz, = 1.
n—00

Rozwigzanie. Podana zalezno$¢ mozemy réwnowaznie zapisaé jako
T 1
— =" da n>l
1+ =z, arctgz, n

Zatem dla f : [0,00) — [0, 2], f(z) = L

1+ zarctgz’ b

lim z, = lim f~! (1) = f~Y0) =

n—oo — 00 n
Ponadto
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ZADANIE 3. Niech ciagi (an),cn 0raz (bn),cn spelniaja relacje
sin(an + bn) = 2a, +3b,, dla nelN

Qn,
E.
Rozwigzanie. Ciag (2an, + 3bp)nenN jest ograniczony, wiec (b, )nen takze, bo a,
jest zbiezny. Gdyby b, nie dazyt do zera, to niech (b, )nen bedzie takim jego
podciagiem, ze lim by, =1, gdzie | # 0. Wéwczas w granicy przy n dazacym do

TL— 00

Wykaz, ze jedli a,, dazy do zera, to b, tez. Oblicz granice ciggu

nieskoriczonoéci z réwnosci
sin(ag, + bk“) = 2ay, + 3b,, dla neN,




Proponujemy tez dwa zadania
do samodzielnego rozwiazania.

1. Wykaz, ze ciag =, dany przez relacje
tg &, +coszy, = Vn, dla n>2

jest zbiezny do zera oraz
NTy

lim

n—eo INN

2. Wykaz, ge ciag z, dany przez relacje
2°" —z,=n({Ve—-1), dla n>2

jest zbiezny do 1 oraz

lim n(z, —
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otrzymujemy, ze sinl = 3l, wiec [ = 0. Ponadto mamy

e R
. sin(an + by) . 2a, + 3b, . b,
1= lim ———— = lim ——— = lim z%—,
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czyli lim e s —2.

n—oo by,
ZADANIE 4. Wykaz, ze dla kazdego rzeczywistego z istnieje takie y = y.,
ze sin(z + y) = 2z + 3y, a ponadto funkcja f : R — R, dana przez zaleznos¢

3w
f(z) = ya, jest ciagla. Oblicz I = [ f(z)dz.
0

Rozwigzanie. Gdy t = z + y, to mamy

rt+y=t
2z 4+ 3y = sint.
Zatem z = u(t) oraz y = v(t), gdzie u(t) = 3t — sint, v(t) = —2¢ + sint.

Oczywiscie y, = v(u~'(z)), wiec po zamianie zmiennych

T

I= 7)“(.1:) dr = 71:(1:_1(:1:)) dz = fv(t)u’(t) dt=

0

= /(—2t+sint](3 — cost)dt = 2 — 3x°.
0

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 943. Niech A,, By,..., F; beda érodkami bokéw AB, BC,..., FA dowolnego
szesciokata. Udowodnié, ze punkty przeciecia $érodkowych tréjkatéw A,Cy Eyq

i B1 Dy F, pokrywaja sie.

Rozwiazanie na str. 6

M 944. Trojka dzieci, z ktorych kazde wazy 100 kg, bawi sie w berka w
tréjkatnej piaskownicy, biegajac po jej krawedzi (zbudowanej z niezahartowane]
plyty wiérowej). Wiedzac, ze jednemu dziecku udalo sie obiec cala piaskownice
(nie tamiac przy tym nég ani nie demolujac piaskownicy) i érodek masy calej
tréjki pozostawal w tym czasie nieruchomy, wykazac, ze srodek ten pokrywal sie
z punktem przeciecia srodkowych piaskownicy.

Rozwiazanie na str. 16

M 945. Na bokach BC' i C'D réwnolegloboku ABCD leza punkty K i L
odpowiednio, takie, ze BK : KC = CL : LD. Udowodni¢, ze §rodek masy
tréjkata AKL lezy na przekatnej BD.

Rozwigzanie na str. 6

Przygotowat Piotr ZALEWSKI

F 541. Powloka balonu o pojemnoéci V = 3000 m®, wraz z koszem, pelnym
wyposazeniem i zaloga ma mase M = 500 kg. Jaka jest $rednia temperatura T
powietrza w powloce, skoro lecacy w powietrzu o temperaturze Ty = 20°C balon
ani si¢ nie wznosi, ani nie opada?

Przyjaé, ze powietrze sklada sie z 78% azotu, 21% tlenu i 1% argonu, ktérych
masy atomowe wynosza odpowiednio 14, 16 i 40 g/mol.
Rozwigzanie na str. 16

F 542. Oszacowaé réznice miedzy ci$nieniem wewnetrznym a zewnetrznym

w najwyzsze]j czesci balonu. Jak duza réznica predkosci jest potrzebna, aby
uzyskaé¢ podobna réznice ci$nief statycznych wynikajaca z prawa Bernoulliego?
Rozwiazanie na str. 2

5



