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Zajmowac sie bedziemy ciagami (Xn)nEN danymi przez zaleznosc

f(xn) = an, dla n E N,

gdzie f to pewna funkcja odwracalna, natomiast (an) to jakis ciag. Zauwazmy,

ze w ogólnej sytuacji nie potrafimy bezposrednio wyliczyc wyrazów ciagu Xn,

a nawet jesli potrafimy, to i tak zazwyczaj nie mamy na to ochoty. Do badania

zbieznosci ciagu Xn, a takze tempa tej zbieznosci wcale nie musimy jednak ciagu

Xn wyliczac. Wystarczy, ze skorzystamy z nastepujacego stwierdzenia:

Jezeli f i f-l sa funkcjami ciaglymi, a ciag an jest zbiezny do a, to ciag Xn jest

zbiezny do l = f-1(a). Jesli ponadto f ma ciagla pochodna oraz f'(l) jest rózne

od zera, to tempo zbieznosci ciagu Xn okresla wzór

lim Xn - l = _1_ .
n--->ooan - a f'(l)

Widac, ze to prawda. Przejdzmy zatem do przykladów.

ZADANIE 1. Wykaz, ze ciag Xn dany przez relacje
1

Xn + In Xn = 1 + -, dla n 2: 1
n

jest zbiezny do 1 oraz lim n(xn - 1) = ~.n--->oo

Rozwiazanie. Funkcja f : (0,00) ----+ l!l., f (x) = x + In x jest ,scisle rosnaca

i rózniczkowalna, wiec mamy

lim Xn = lim f-l (1 + ~) = r1(1)= 1.n---+oo n---+oo n

Ponadto

.. f-l (1 + ~) - f-l (1) -l ' 1 1

hm n(xn - 1) = hm ( l) = (f ) (1) = f'(l) = 2'n--->oo n--->oo 1+ n-l

ZADANIE 2. Wykaz, ze ciag Xn okreslony przez relacje
1

- + arctg Xn = n, dla n E N
Xn

jest zbiezny do zera oraz lim nXn = 1.
n--->oo

Ponadto

Rozwiazanie. Podana zaleznosc mozemy równowaznie zapisac jako

Xn 1
, dla n> 1.

1 + Xn arctg Xn n -
x

Zatem dla f: [0,(0) ----+ [0,1], f(x) = ----, mamy
71' 1 + xarctgx

lim Xn = lim f-l (~) = j-1(0) = O.n-+oo n-+oo n

ZADANIE 3. Niech ciagi (an)nEN oraz (bn)nEN spelniaja relacje

sin(an + bn) = 2an + 3bn, dla n E No

Wykaz, ze jesli an dazy do zera, to bn tez. Oblicz granice ciagu ~:.

Rozwiazanie. Ciag (2an + 3bn)nEN jest ograniczony, wiec (bn)nEN takze, bo an

jest zbiezny. Gdyby bn nie dazyl do zera, to niech (bkJnEN bedzie takim jego

podciagiem, ze lim bkn = l, gdzie l i=- O. Wówczas w granicy przy n dazacym don--->oo

nieskonczonosci z równosci

sin(akn + bkn) = 2akn + 3bkn, dla n E N,

.. f-l (~) - f-1(0) _ -l' __ 1__
nl~~ nXn = nl~~ .1 _ O - (f ) (O) - 1'(0) - 1.n
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Proponujemy tez dwa zadania

do samodzielnego rozwiazania.

1. Wykaz, ze ciag Xn dany przez relacje

tgxn + COSXn = o/Tl, dla n ~ 2

jest zbiezny do zera oraz
. nXn

hm -- = 1.
n_oc lnn

2. Wykaz, ze ciag Xn dany przez relacje

2"'n - Xn = n( V/e- 1), dla n ~ 2

jest zbiezny do 1 oraz
1

!im n(xn - 1) = (n~oo 21n4-1

.• Zadania

otrzymujemy, ze sin l = 3l, wiec l = O. Ponadto mamy

l· sin(an + bn) l' 2an + 3bn l'1 = lm ----- = lm ---- = lm
n-+oo an + bn n-+oo an + bn n-+oo

l· l' anczy l lm - = -2.
n-+oo bn

ZADANIE 4. Wykaz, ze dla kazdego rzeczywistego x istnieje takie y = Yx,

ze sin(x + y) = 2x + 3y, a ponadto funkcja f : Jll -l Jll, dana przez zaleznosc
311'

f(x) = Yx, jest ciagla. Oblicz 1= J f(x) dx.
o

Rozwiazanie. Gdy t = x + y, to mamy

{ x+y=t2x + 3y = sinto

Zatem x = u(t) oraz y = v(t), gdzie u(t) = 3t - sint, v(t) = -2t + sinto

Oczywiscie Yx = v(u-l(x)), wiec po zamianie zmiennych
311' 311' 11'

I = f f(x) dx = f v(u-l(x)) dx = f v(t)u'(t) dt =
o o o

11'

= f (-2t + sin t) (3 - cos t) dt = 2 - 37r2.
o

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 943. Niech Al, BI' ... ,FI beda srodkami boków AB, BC, ... ,FA dowolnego

szesciokata. Udowodnic, ze punkty przeciecia srodkowych trójkatów AICIEl
i BIDIFl pokrywaja sie.

Rozwiazanie na str. 6

M 944. Trójka dzieci, z których kazde wazy 100 kg, bawi sie w berka w

trójkatnej piaskownicy, biegajac po jej krawedzi (zbudowanej z niezahartowanej

plyty wiórowej). Wiedzac, ze jednemu dziecku udalo sie obiec cala piaskownice

(nie lamiac przy tym nóg ani nie demolujac piaskownicy) i srodek masy calej

trójki pozostawal w tym czasie nieruchomy, wykazac, ze srodek ten pokrywal sie

z punktem przeciecia srodkowych piaskownicy.

Rozwiazanie na str. 16

M 945. Na bokach BC i CD równolegloboku ABCD leza punkty K i L
odpowiednio, takie, ze BK : KC = CL : LD. Udowodnic, ze srodek masy

trójkata AKL lezy na przekatnej BD.
Rozwiazanie na str. 6

Przygotowal Piotr ZALEWSKI

F 541. Powloka balonu o pojemnosci V = 3000 m3, wraz z koszem, pelnym

wyposazeniem i zaloga ma mase M = 500 kg. Jaka jest srednia temperatura T
powietrza w powloce, skoro lecacy w powietrzu o temperaturze To = 20°0 balon

ani sie nie wznosi, ani nie opada?

Przyjac, ze powietrze sklada sie z 78% azotu, 21% tlenu i 1% argonu, których

masy atomowe wynosza odpowiednio 14, 16 i 40 g/mol.

Rozwiazanie na str. 16

F 542. Oszacowac róznice miedzy cisnieniem wewnetrznym a zewnetrznym

w najwyzszej czesci balonu. Jak duza róznica predkosci jest potrzebna, aby

uzyskac podobna róznice cisnien statycznych wynikajaca z prawa Bernoulliego?

Rozwiazanie na str. 2
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