
Tylko Pitagoras

Wreszcie wykazemy, ze dla punktów osi spelniajacych warunek AO > 2AS

istnieja punkty paraboli tak samo od nich odlegle,

jak wierzcholek, czyli

Twierdzenie 2: AO > 2AS =} ( istnieje P =I- A : AO = OP).

Dowód. Wskazemy taki punkt, podajac odleglosc jego rzutu na os od

wierzcholka: AD = 2(AO - 2AS) > O. Mozna to zapisac jako

AD = AO + (AO - 4AS).

Gdy AO < 4AS (rys. 5), mamy AD < AO i

OD = AO - AD = 4AS - AO.

Twierdzenie 1: (AO :::;2AS i P =I- A) =} AO < OP.

Dowód. Istotnie, gdy AD < AO (rys. 3), mamy

A02 = (AD + OD)2 = AD2 + 2AD· OD + OD2 =

= AD((AD + OD) + OD) + OD2 = AD(AO + OD) + OD2 <

< AD(AO + AO) + OD2 = 2AD . AO + OD2 :::;4AD . AS + OD2 =
= PD2 + OD2 = OP2.

Z kolei, gdy AD 2 AO (rys. 4), mamy

A02 < 2A02 :::;4AS· AO:::; 4AS· AD = PD2 :::;OD2 + PD2 = OP2.

Parabole mozna okreslic jako zbiór tych punktów plaszczyzny, które sa

jednakowo odlegle od pewnego ustalonego punktu (zwanego ogniskiem) i pewnej

ustalonej prostej nieprzechodzacej przez ognisko (zwanej kierownica paraboli).

Os, czyli prosta prostopadla do kierownicy i przechodzaca przez ognisko,

przecina parabole w punkcie zwanym wierzcholkiem paraboli.

Dosc rozpowszechnione jest mniemanie, ze ognisko jest srodkiem krzywizny

wierzcholka paraboli. Srodek krzywizny dla jakiegos punktu krzywej to srodek

okregu najlepiej ja przyblizajacego w otoczeniu tego punktu. W przypadku

wierzcholka paraboli bedzie to punkt jej osi polozony mozliwie najdalej

od wierzcholka, taki jednak, ze najblizszym mu punktem paraboli jest jej

wierzcholek. Inaczej rzecz ujmujac, chodzi o taki naj dalszy punkt osi paraboli,

ze najwieksze kolo o srodku w tym punkcie, mieszczace sie miedzy ramionami

paraboli, przechodzi przez wierzcholek paraboli.

Otóz srodkiem krzywizny paraboli w jej wierzcholku jest punkt osi oddalony

od wierzcholka dwa razy bardziej niz ognisko. I aby sie o tym przekonac, nie

potrzeba niczego wiecej niz twierdzenie Pitagorasa. Oto ten dowód.

Na potrzeby tej notatki ustalmy dowolna parabole i oznaczmy przez S jej

ognisko, przez A jej wierzcholek, przez X przeciecie jej osi z kierownica oraz dla

dowolnego jej punktu P oznaczmy przez M jego rzut prostokatny na kierownice,

a przez D - na os paraboli, wreszcie przez O oznaczmy dowolny punkt jej osi.

Najpierw udowodnimy lemat prezentujacy raczej malo znana wlasnosc paraboli.

Lemat: PD2 = 4AS· AD.

Dowód. Istotnie (rys. 1 lub rys. 2)

PD2 = PS2 _ DS2 = PM2 - DS2 = XD2 - DS2 =

= (AX + AD)2 - (AS - AD)2 = (AS + AD)2 - (AS - AD)2 = 4AS· AD.

Gdy z kolei AO 2 4AS (rys. 6), mamy AD 2 AO i

OD = AD - AO = AO - 4AS.

Wykazemy teraz, ze jesli AO :::;2AS, to najblizszym O punktem paraboli jest jej

wierzcholek, czyli
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p W obu wiec przypadkach"
Op2 = OD2 + p D2 = OD2 + 4AS . AD =

= 16AS2 - SAS· AO + A02 + 4AS . AD =

= A02 + 4AS(4AS - 2AO + AD) = A02 + 4AS( -AD + AD) = A02.

x

Rys. 6

A o D

Elipse i hiperbole podobnie okresla sie za pomoca ogniska i kierownicy. W tym

przypadku chodzi o punkty, których stosunek odleglosci od ogniska i od

kierownicy jest staly; gdy ten stosunek jest mniejszy od l - otrzymujemy elipse,

gdy wiekszy - hiperbole (a gdy równy l - parabole). Definicja wierzcholka i osi

jest taka sama jak dla paraboli. A gdzie leza srodki krzywizny tych krzywych

w ich wierzcholkach? Redakcja bedzie wdzieczna Czytelnikom nie tyle za

odpowiedz na to pytanie, co za wskazanie równie elementarnych dowodów

odpowiednich faktów.

Wojciech GUZICKI i Marek KORDOS

~-------~
W tablicach Ksiezycowych publikowanych w rocznikach astronomicznych znajduje sie sporo luk oznaczajacych, ze jakiegos

dnia Ksiezyc nie wschodzi, innego dnia nie góruje itd. Jak to mozliwe? Nie zapominajmy, ze Ksiezyc porusza sie po

niebie dosc szybko (13~ 176 na dobe) i w dodatku z zachodu na wschód. Dlatego jezeli pewnego dnia

np. górowal tuz przed pólnoca, to nastepne jego górowanie wypadnie tuz po pólnocy,

ale nie zaraz nastepnego dnia, lecz jeszcze nastepnego. To samo

dotyczy wschodów i zachodów, stad
luki w tablicach.

_ Zadania

Zadania matematyczne w tym numerze

dotycza twierdzenia Pitagorasa, bo jest

ono glównym narzedziem uzywanym

na sasiedniej stronie. Sa zaczerpniete

ze zbioru W.W. Prasolowa, przez co

chcemy wyrazic opinie, ze ten zbiór

(jak i np. zbiory zadan I.F. Szarygina)

powinien byc wreszcie przetlumaczony

na jezyk polski.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 940. Okregi o promieniach a, b, c sa parami zewnetrznie styczne i wszystkie

sa styczne do prostej k odpowiednio w punktach A, B, G, przy czym punkt G

lezy miedzy punktami A i B. Wykazac, ze
l l l---+-

VC -,ja y1y'

Rozwiazanie na str. S

M 941. Na srednicy AB okregu o dany jest punkt M. Przez M poprowadzona

jest cieciwa GD przecinajaca AB pod katem 45°. Wykazac, ze suma

GM2 + DM2 nie zalezy od wyboru punktu M.

Rozwiazanie na str. S

M 942. Rzutami dowolnie obranego we wnetrzu trójkata równobocznego

punktu M na boki AB, BG i GA tego trójkata sa, odpowiednio, punkty

P, Q, R. Wykazac, ze suma zarówno pierwszych, jak i drugich, poteg dlugosci

jest taka sama dla odcinków AP, BQ, GR, jak dla odcinków PB, QG, RA.

Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 539. Wyznaczyc cisnienie w pecherzyku powietrza o srednicy d = 0,01 mm

znajdujacym sie 20 cm pod powierzchnia wody. Cisnienie zewnetrzne wynosi

Pl = 765 mm Hg (l mm Hg = 133 N/m2). Napiecie powierzchniowe wody

et = 0,073 N/m.

Rozwiazanie na str. 13

F 540. Ze zbiornika, przez pionowa rurke o srednicy d = 2 mm, wycieka kropla

po kropli alkohol. Znalezc czas, po jakim wyplynie 10 g alkoholu, jesli odstep

czasu miedzy kapiacymi kroplami wynosi l s. Zakladamy, ze kropla odrywa

sie wzdluz wewnetrznego przekroju rurki. Napiecie powierzchniowe alkoholu

et = 0,02 N/m.

Rozwiazanie na str. 13
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