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Za plaska krzywa algebraiczna stopnia n uwaza sie zwykle zbiér rozwigzan
réwnania postaci w(z,y) = 0, gdzie w(z,y) jest dowolnym wielomianem dwéch
zmiennych stopnia n > 0. Na przyktad réwnania y — 22 =0, zy — 1 =01

xy = 0 opisuja krzywe stopnia 2 (parabole, hiperbole oraz pare prostych).
Jedna z podstawowych wlasnosci plaskich krzywych algebraicznych to zaleinosé
miedzy stopniem krzywej a liczba jej punktéw wspélnych z linia prosta.
Mianowicie, dowolna prosta L albo przecina dana krzywa stopnia n w co
najwyzej n punktach, albo jest w niej zawarta. Aby sie o tym przekonaé,
wystarczy do réwnania krzywej w(z,y) = 0 podstawié postaé parametryczna
x=at+b, y=ct+d prostej L. Otrzymujemy réwnanie zmiennej ¢, w ktérym
po lewej stronie stoi wielomian wy,(t) = w(at + b, ct + d) stopnia nie wiekszego
niz n. Jedli ten wielomian nie jest wielomianem zerowym, to ma co najwyzej

n pierwiastkéw, a kazdemu pierwiastkowi odpowiada punkt przeciecia prostej L
z krzywa.

Sa trzy powody, dla ktérych liczba punktéw przeciecia moze byé mniejsza

niz n. Po pierwsze, wielomian wy, (t) moze mieé stopief nizszy niz n. Po

drugie, nawet jesli jest stopnia n, moze sie nie rozkladaé na czynniki liniowe

i w konsekwencji mie¢ mniej pierwiastkéw niz n. Po trzecie, moze mie¢ tzw.
pierwiastki wielokrotne. Sytuacja, w ktérej jest mniej punktéw przeciecia,
sprawia pewien klopot — wymyka sie spod kontroli. W celu jej unikniecia stosuje
sie nastepujace $rodki.

Po pierwsze, pierwiastki wielokrotne liczy sie z ich krotnosciami. Wtedy

np. jedyny punkt wspélny paraboli y — 2* = 0 i prostej x =t + 1, y = 2t + 1,
ktéry odpowiada pierwiastkowi podwéjnemu ¢ = 0 wielomianu 2¢ + 1 — (¢ + 1)2,
jest liczony podwdjnie. Sytuacja taka ma miejsce zawsze wtedy, gdy dana prosta
jest styczna do krzywej — algebraiczna definicja prostej stycznej jest nastepujaca:
prosta & = at + b, y = ct + d jest styczna do krzywej w(z,y) = 0 w punkcie (b, d),
jesli krotno$é pierwiastka t = 0 réwnania w(at + b, ct + d) = 0 jest wieksza niz 1
(czyli wielomian wy,(t) dzieli sie przez t?).

Po drugie, zamiast zwyklej plaszczyzny rozwaza sie tzw. plaszczyzne rzutowa,
ktéra powstaje ze zwyklej plaszczyzny przez dolaczenie tzw. punktéw

w nieskoniczonosci, po jednym dla kazdego kierunku prostych zawartych

w plaszczyznie. Wtedy uzyskujemy dodatkowe punkty przeciecia: np. prosta
wpionowa” z = 1 przecina parabole y — 2% = 0 nie tylko w punkcie (1,1),

ale takze w punkcie w nieskonczonosci (nazwijmy go P) odpowiadajacym
kierunkowi ,,pionowemu”. Punkt P nalezy do prostej z = 1 i do paraboli, bo
zaréwno ta prosta, jak i parabola ,maja w nieskoniczonosci kierunek pionowy”.
W przestrzeni rzutowej (w odpowiednio dobranym ukladzie wspéirzednych)
wielomian wyp,(t) bedzie mial zawsze stopien n.

Trzecim $rodkiem jest stosowanie liczb zespolonych zamiast rzeczywistych
jako wspélrzednych punktéw przestrzeni. Zachodzi twierdzenie: w zespolonej
przestrzeni rzutowej dowolna prosta przecina krzywa stopnia n w doktadnie

n punktach (liczac z krotnoéciami). Na przyklad krzywa opisana réwnaniem
x? + y* = —2 nie ma z prosta = = y zadnych punktéw wspélnych

o wspotrzednych rzeczywistych (bo sama krzywa nie ma takich punktéw), ma
natomiast punkty wspdlne o wspétrzednych zespolonych (i,4) oraz (—i, —i).
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Rys. 9. Dodawanie na krzywej

y? = z® — 5z + 2. Elementem neutralnym
jest punkt P w nieskoficzonoéei (kierunek
pionowy).

Twierdzenie Mordella-Weila mdwi, ze
grupa E((Q) punktéw Q-wymiernych
(czyli o obu wspélrzednych bedacych
liczbami wymiernymi) na krzywej
eliptycznej E okreslonej nad cialem liczb
wymiernych jest grupg (przemienna)
skoriczenie generowana. Wiadomo,

ze kazda taka grupa jest izomorficzna
(moze by¢ utozsamiona) z grupg postaci
EX ... XxEZXBmy X ... X L, gdzie

Z oznacza grupe liczb catkowitych

z dzialaniem dodawania, a Z,,; oznacza
grupe zlozona z liczb calkowitych 0, 1,

2, ...m; — 1 z dzialaniem dodawania
modulo m;. W przypadku grup E(Q)
liczby m; nie moga byé dowolne: albo
wystepuje tylko jedna i jest mniejsza

od 13 i régna od 11, albo wystepuja dwie
i jedna z nich jest réwna 2, a druga jest
nie wieksza od 4. Czynnikéw postaci Z
moze byé nawet wiecej niz 10, moze ich
tez wcale nie byé. Na przyklad grupa
punktéw (bwymiernych krzywej opisanej
réwnaniem y° + 2® = 1 ma trzy elementy,
a wiec pasuje do powyZszego opisu — jest
izomorficzna z grupa L.

Uwaga: niektére stwierdzenia wymienione
powyzej, np. posta¢ rdwnania opisujacego
krzywa eliptyczna, nie sa prawdziwe dla
cial charakterystyki 2 i 3.

Ciekawszy przyklad otrzymamy, biorac krzywa z? — y* = 2. Ze wspomnianego
twierdzenia wynika, ze prosta £ = y ma z ta krzywa (w przestrzeni rzutowe]
nad cialem liczb zespolonych) dwa punkty wspélne. Sprzeczno$é otrzymana

z podstawienia x = y oznacza tylko, ze nie ma punktéw wspélnych na zwyklej
(afinicznej) plaszczyznie, pozostaje wiec tylko mozliwosé, iz jedynym punktem
wspdélnym jest punkt w nieskoriczonoéci odpowiadajacy prostej z = y i liczony

z krotnoscia dwa. Znaczy to, ze nasza krzywa jest styczna do prostej x = y w jej
punkcie w nieskonczonosci.

Krzywe eliptyczne to krzywe opisane w plaszczyZnie rzutowej przez wielomian
nierozkladalny stopnia 3 (a wiec krzywe stopnia 3, nie zawierajace prostej)

i spelniajace dodatkowo warunek gladkosci: w kazdym punkcie krzywej istnieje
dokladnie jedna prosta styczna do niej. Nie sg gladkie np. krzywe opisane
réwnaniami y? — z® — 2?2 = 0 oraz y? — z3 = 0. Pierwsza ma w punkcie (0,0)
dwie styczne y = z i y = —z, druga ma w punkcie (0,0) styczna podwéjna y = 0.
Pomijajac szczegély, wspomnimy tylko, ze gladkos¢ jest rownowazna gladkosci

w sensie intuicyjnym (tzn. brakowi ostrzy i punktéw samoprzeciecia).

Wtiasnoscia wyjatkowa wsrod krzywych jest to, ze kazda krzywa eliptyczna E
ma naturalna strukture grupy przemiennej, tzn. mozna okresli¢ dzialanie
dodawania punktéw, ktére jest laczne, przemienne, ma element neutralny oraz
element przeciwny dla kazdego elementu. Konstrukcja tego dziatlania dodawania
opiera sie na tym, ze dowolna prosta przechodzaca przez dwa punkty A i B,
lezace na E, ma z FE jeszcze dokladnie jeden punkt wspélny (wielomian wy (t)
jest stopnia 3 i ma dwa pierwiastki, wiec na mocy twierdzenia Bézouta musi
mieé takze i trzeci). Punkty liczymy, oczywiscie, z krotnoéciami, a wiec np. jesli
A = B, mamy na mys$li prosta styczna do E w punkcie A. Najpierw wybieramy
dowolny punkt O € E, ktéry bedzie pelnil role elementu neutralnego dziatania.
Dla kazdego punktu C' € E symbolem C oznaczaé bedziemy trzeci punkt
wspélny z E prostej OC. Niech A i B beda punktami F i niech prosta AB
przecina E jeszcze w punkcie R (rys. 9). Sume A + B okreélamy jako R.
Bardzo tatwe sprawdzenie przemiennoéci (A + B = B + A) i neutralnosci

zera (A + O = A) oraz nieco trudniejsze — istnienia elementu przeciwnego

— zostawiamy Czytelnikowi. Dowéd tacznosci (opuszczamy go ze wzgledu

na brak miejsca) wymaga juz skorzystania z pewnych, nietrudnych zreszta,
twierdzen geometrii algebraicznej. W odpowiednim uktadzie wspélrzednych
kazda krzywa eliptyczna jest opisana na plaszczyznie réwnaniem postaci

y? = 2%+ az + b, w ktérym a i b sa takimi liczbami, ze wielomian z° 4+ az + b
nie ma pierwiastkéw wielokrotnych. Méwiac $cislej, krzywa sklada sie z punktéw
(z,y) plaszczyzny spelniajacych to réwnanie oraz z punktu P w nieskoriczonoéci
odpowiadajacego kierunkowi pionowemu. Punkt P jest punktem przegiecia,

tzn. styczna w tym punkcie przecina krzywa z krotnoécia 3. Wygodnie jest
wybra¢ wlasnie punkt P jako element neutralny dzialania dodawania. Wtedy,
po pierwsze, dla kazdego punktu R punkt R jest polozony symetrycznie do R
wzgledem osi z, a po drugie, jest to element przeciwny do R (rys. 9).

Na rysunkach 1-8 przedstawione sa krzywe y?> = 23 +ax +bdla b =2

i a calkowitych od —5 do 2. Dla a = —3 otrzymujemy krzywa z punktem
samoprzeciecia, ktéra nie jest krzywa eliptyczna. Do tej pory (nie méwiac
tego wyraznie) rozpatrywaliémy krzywe eliptyczne okreslone nad cialem

liczb rzeczywistych, tzn. takie, ze wspélczynniki réwnan opisujacych krzywe
byly liczbami rzeczywistymi. Réwniez wspélrzedne wszystkich punktéw na
krzywej byly liczbami rzeczywistymi, czyli rozpatrywaliSmy tylko tzw. punkty
R-wymierne. Otéz krzywe eliptyczne mozna w zasadzie bez zadnych klopotéw
zdefiniowa¢ nad dowolnym cialem, np. liczb zespolonych, wymiernych lub tez
jednym z cial skonficzonych. Mimo Ze czesto nie przypominaja krzywych jako
zbiory, uzywa sie dla nich nazwy  krzywe”. Krzywe eliptyczne okreslone nad
cialem liczb wymiernych, a takze nad cialami skoficzonymi odgrywaja bardzo
wazna role w teorii liczb ze wzgledu na rézne zwiazki z innymi pojeciami.

Krzywa eliptyczna okreélona nad ciatem skonficzonym F ma, oczywiscie, tylko
skoniczenie wiele punktéw F-wymiernych (o wspélrzednych z ciala F). Krzywe
takie znalazly zastosowanie m.in. w kryptografii.

5



