Czy P#NP? — wyzwanie dla algorytmikéw XXI wieku

Literal to wystapienie zmiennej lub jej
negacji. W formule z przykladu mamy
cztery literaly.

Prosze wykazad, e kaida formule
boolowska mozna przeksztalcié do
réwnowaznej (ze wzgledu na spelnialnoéé)
formuly w postaci 3-CNF o dlugoéci
tylko wielomianowo wiekszej od dlugoéci
formuly wyjéciowej.

Krzysztof DIKS

Nasze rozwazania na temat problemu ,,Czy P # NP?”, w skrdcie problemu
PNP, rozpoczniemy od podania algorytmu rozwiazujacego nastepujace zadanie:

Dane: Formuta boolowska ¢ w postaci koniunkcji zmiennych lub ich negacji.

Pytanie: Czy formula ¢ jest spelnialna, tzn. czy istnieje takie wartoSciowanie
zmiennych, dla ktérego formutla ¢ przyjmuje wartoéé 1 (prawda)?

Przyktad: Formula ©1 A —~z2 A 23 A 1 przyjmuje wartosé 1 tylko dla
wartosciowania 1 = 1,22 = 0,z3 = 1.

Latwo zauwazy¢, ze formula ¢ (w postaci z powyzszego zadania) jest
spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy nie wystepuja w niej jednoczes$nie zmienna
i jej negacja. Ta obserwacja pozwala sformulowac¢ bardzo prosty algorytm
rozwigzujacy nasze zadanie:

Dla kazdej zmiennej = z ¢ sprawdz, czy w ¢ wystepuja
jednoczesénie x i —z. Jedli taka zmienna nie istnieje, to ¢ jest
spelnialna. W przeciwnym razie ¢ nie jest spelnialna.

Sprawny programista bardzo szybko zaprogramuje powyzszy algorytm.
Musimy tylko sprecyzowaé, co oznacza sformulowanie Dana jest formuta
boolowska. Innymi slowy, musimy podaé rozsgdny sposéb kodowania formut.
Jednym z mozliwych moze by¢ nastepujacy sposéb kodowania: Przyjmujemy,
ze zmienne wystepujace w formule sa ponumerowane kolejno 1,2, ... Formule
kodujemy jako ciag liczb oddzielonych srednikami. Pierwsza liczba w ciagu jest
liczba n réwna liczbie literaléw w formule. Po niej wystepuje n liczb ze zbioru
{-n,—(n—-1),...,-1,1,2,...,n}. Jedli i-tym literalem jest zmienna zj, to

za i-tg spoéréd tych liczb bierzemy k, jesli za$ i-tym literalem jest —xy, to i-ta
liczba bedzie —k.

Kodem przyktadowej formuly jest 4;1; —2;3; 1.

W kazdym rozsadnym kodowaniu przyjmuje sie ponadto, ze do kodowania
liczb stosujemy dowolny zapis o podstawie co najmniej 2 (najczesciej wlasnie

o podstawie 2). Zauwazmy, ze przy takim kodowaniu dlugo$é kodu formuly
wynosi co najwyzej cnlogn, dla pewnej statej c. Dlugo$¢ kodu danych bedziemy
nazywali rozmiarem zadania. W przedstawionym powyzej algorytmie literaly
sa poréwnywane miedzy soba. Nawet przy bardzo naiwnej implementacji tego
algorytmu liczba takich poréwnan wyniesie co najwyzej n2. Jeéli uwzglednimy,
ze poréwnywanie kodéw dwéch literaléw wymaga log n poréwnan bitéw, to
liczbe wszystkich operacji da si¢ ograniczyé przez n?logn, a idac dalej mozemy
powiedzieé, ze liczbe operacji wykonywanych przez algorytm da sie ograniczyc
przez r*, gdzie r jest rozmiarem danych, a k stala calkowita wieksza od 0.

(W naszym przypadku za k mozna wziaé 3.) W takim przypadku méwimy,

ze algorytm rozwiazuje zadanie w czasie wielomianowym.

Klasa P nazywamy zbior tych zadan algorytmicznych,

dla ktérych istnieja algorytmy rozwiazujace je w czasie

wielomianowym.
Utrudnijmy teraz nasze wyjéciowe zadanie. Powiemy, ze formula boolowska jest
w postaci koniunkcyjno-normalnej (z ang. w postaci CNF), jesli jest koniunkcja
formutl (klauzul), z ktérych kazda jest alternatywa zmiennych lub ich negacji,

by¢ moze zdegenerowana do jednego literalu. Formula jest w postaci k-CNF,
jesli w kazdej klauzuli wystepuje co najwyzej k literalow.

Oto przyktad formutly w postaci 2-CNF:

(:L‘l V —'.'1!2) A (—!.'1?1 V 2:3) A (—1332 \ —-1:3).

3



Prosze sprébowad znalezé algorytm, ktdry
rozwigzuje to zadanie w czasie liniowym,
tj. w czasie proporcjonalnym do dhugosci
formuly.

Skréty P i NP pochodzg z angielskiego,
odpowiednio, polynomial time

i nondeterministic polynomial time.
Niedeterminizm dotyczy pochodzenia
jdwiadectwa, poniewasz nie zada sie
podania metody jego konstrukcji.

Pokazalidmy, ze zadanie spelnialnosci formul w postaci 1-CNF mozna rozwiazaé
w czasie wielomianowym. To stwierdzenie pozostaje w mocy takze dla

formul w postaci 2- CNF'. Sytuacja zmienia sie diametralnie, gdy wezmiemy

k > 3. Nie s znane algorytmy, ktére rozwiazywalyby to zadanie w czasie
wielomianowym, nawet dla wielomianéw bardzo duzego stopnia, np. 1000.
Najlepsze znane algorytmy wymagaja czasu co najmniej ¢, gdzie ¢ jest

stala wieksza od 1, a r jest dtugoscia kodu formuly. (Myéle, ze Czytelnik

nie bedzie mial zadnego problemu ze znalezieniem rozsadnego kodowania
formul w postaci koniunkcyjno-normalnej.) O takich algorytmach méwimy,

ze dzialaja w czasie wykladniczym. Z praktycznego punktu widzenia oznacza
to, ze nawet na wspélczesnych komputerach takie algorytmy maja szanse daé
wynik w rozsadnym czasie tylko dla danych o bardzo malym rozmiarze. Mozna
zaryzykowac stwierdzenie, ze jezeli dla zadania algorytmicznego znamy tylko
rozwiazania dzialajace w czasie wykladniczym, to zadanie to jest ,praktycznie
algorytmicznie nierozwiazywalne”.

Jaka interesujaca wlasno$¢ ma jeszcze zadanie spelnialnosci formul boolowskich?
Gdyby kto$ chcial przekonaé nas, ze dana formuta jest spelnialna, wystarczy,
zeby podal odpowiednie wartoéciowanie zmiennych. Zauwazmy, Ze rozmiar
takiego warto$ciowania nie jest wickszy od dlugosci formuly. Majac takie
warto$ciowanie, w czasie wielomianowym mozna obliczy¢ odpowiadajaca mu
wartos¢ logiczng formuly. Jesli ta wartoscia jest 1 (prawda), to formula jest
spelnialna. Warto$ciowanie, dla ktérego formula jest spelnialna, nazywamy
Swiadectwem spelnialnosci. Algorytm, ktory sprawdza spelnialnoéé formuly
dla danego warto$ciowania, nazywamy algorytmem weryfikacji. Innymi stowy,
algorytmu weryfikacji mozna uzy¢ do wykazania w czasie wielomianowym,
ze dana formula jest spelnialna, jezeli tylko istnieje i dane jest odpowiednie
$wiadectwo.

Klasa NP nazywamy zbidér tych zadan algorytmicznych, ktére

mozna weryfikowa¢ w czasie wielomianowym.

bLatwo zauwazy¢, ze kazde zadanie z P nalezy do NP, poniewaz zadanie
takie mozna zawsze rozwiaza¢ w czasie wielomianowym i do weryfikacji nie
potrzebujemy zadnego $wiadectwa. Zatem P C NP, a problem PN P to problem

Czy P 2 NP?
Do klasy NP nalezy tysiace waznych, praktycznych zadan algorytmicznych,
o ktérych nie wiadomo, czy naleza do P. Przyjrzyjmy sie jeszcze jednemu
takiemu zadaniu.

Dane: Nieskierowany graf G = (V, E) oraz liczba naturalna k.

Pytanie: Czy w G istnieje klika rozmiaru k, tzn. czy w G istnieje podgraf
k-wierzcholkowy, w ktérym kazda para réznych wierzcholtkéw jest polaczona
krawedzia?

Problem kliki z pewnoscia nalezy do N P. Dla danego k-elementowego podzbioru
wierzchotkéw ($wiadectwa) mozna latwo w czasie wielomianowym, zaleznym
tylko od rozmiaru grafu, sprawdzi¢, czy wierzcholki te tworza klike. Wykazemy
teraz, ze gdybySmy w czasie wielomianowym potrafili rozwiazaé zadanie
spelnialnosci, to takze w czasie wielomianowym mozna by rozwiazaé¢ zadanie
kliki. W tym celu zadanie kliki sprowadzimy do zadania formul boolowskich.
(Ponizsza konstrukcje powtarzamy za [5].)

Dla kazdego wierzcholtka v € V wprowadzamy k zmiennych boolowskich

7, 23,...,2}. Zmienna z} intuicyjnie méwi, ze wierzcholek v jest i-tym
wierzcholtkiem w poszukiwanej klice. Skonstruujemy formule ¢, ktéra jest
koniunkcja trzech formul ¢, ¢2 i ¢3. Oto intuicyjne znaczenie i formalne
definicje tych formut:

e ¢; = ,Dla kazdego i, 1 < i < k, istnieje co najmniej jeden wierzcholek u € V,
ktéry jest i-tym wierzcholkiem w klice.”
k

¢1 = /\(V x7).

i=1 veV



Wystarczy wykazaé wielomianows
redukcje z zadania spelnialnoéci do
zadania kliki.

e ¢y = ,Dla kazdego i, 1 < i < k, zadne dwa wierzcholki nie sa jednoczesnie
i-tymi wierzchotkami w klice”.

k
=N\ N (-z¥v-ap).

i=1u,veEV,us#v

e ¢2 = ,Dla kazdej pary u,v, jesli u—v nie jest krawedzia w grafie, to u i v nie
sa jednocze$nie w klice”.

¢a= N A (zfv-ad).

u—v@E 1<i,j<k

Pozostawiamy Czytelnikowi wykazanie, ze formula ¢ jest spelnialna wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie G istnieje klika rozmiaru k. Latwo zauwazy¢,

ze rozmiar powstalej formuly jest wielomianowo zalezny od rozmiaru grafu,
a samg formule mozna skonstruowaé w czasie wielomianowym. W tym
przypadku méwimy, ze zadanie kliki jest redukowalne w czasie wielomianowym
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Pod koniec lat 70. potwierdzone zostalo wystepowanie
cykléw aktywnosci magnetycznej na gwiazdach typéw
widmowych F i G. Stalo sie to mozliwe dzieki wieloletnim
(trwajacym od 1966 r.) i systematycznym obserwacjom
linii widmowych (absorpcyjnych) zjonizowanego wapnia
(Ca II H+K) prowadzonych w obserwatorium Mount

Wilson. Linie te sa bardzo czulym wskaznikiem aktywnosci.

W ich $rodkach pojawiaja sie linie emisyjne, ktérych
natezenie zalezy od stopnia aktywnosci gwiazdy.
Zaobserwowane wahania natezenia emisji wskazuja na
fakt, ze wiele gwiazd przechodzi okresy zmniejszonej

i nasilonej aktywnosci, podobnie jak Slofice. Dlugosci
odkrytych dotychczas cykléw sa wprawdzie zblizone do
typowej dlugosci cyklu slonecznego (wynosza od siedmiu
do kilkunastu lat), jednak obserwacje trwaja zbyt krétko,
by wykluczy¢ wystepowanie cykléw o okresach dwudziestu
lat i dluzszych.

W 1883 r. astronom Krdélewskiego Obserwatorium
Greenwich, Edward W. Maunder, wysunal hipoteze
podwazajaca przekonanie o niezmiennoéci cyklu
stonecznego. Zauwazyl mianowicie, ze w publikacjach
astronomicznych z konica XVII i poczatku XX w.
praktycznie nie ma opiséw plam slonecznych, co mialo
$wiadczyé — jego zdaniem — o zaniku aktywnosci
plamotwérczej Slorica na okolo 70 lat. Swoje spostrzezenia
opublikowal po raz pierwszy w 1894 roku i ponownie
w 1922 roku. Zadna z tych publikacji nie zostala
przyjeta powaznie, gdyz jak (zreszta stusznie) uwazano:
wbrak raportéw o plamach nie musi §wiadczy¢ o braku
plam”. Dopiero w 1976 roku John E. Eddy potwierdzil
przypuszczenia Maundera. Nie tylko udokumentowat
jego hipoteze, lecz wskazal takze na istnienie innych,
wezesdniejszych okreséw zaniku aktywnoéci Storica.



